                                   Гиперстереометрия.
                                            Введение.

1.          Предмет  гиперстереометрия.

             Школьный  курс  геометрии  состоит  из  двух  частей:  планиметрии  и  стереометрии.  В  планиметрии  изучаются  свойства  геометрических  фигур на плоскости.  Стереометрия  -  это  раздел  геометрии,  в  котором  изучаются  свойства  фигур  в  пространстве.

             Гиперстереометрия -  это  раздел  геометрии,  в  котором  изучаются  свойства  фигур  в  гиперпростпранстве.  Слово  «гиперстереометрия»  происходит  от  греческих  слов  «гипер» -  сверх ,  по  ту  сторону,  «стерео» - объёмный,  пространственный  и  «метрео» - измерять.

            Простейшими  фигурами    в   гиперпространстве  являются  точки,  прямые, плоскости, трёхмерные  пространства.  Наряду  с  этими  фигурами  рассматриваются  геометрические  гипертела  ,  их    объёмные  поверхности.  Такие    объёмные  поверхности  называют   гипермногогранниками.
            Геометрические  фигуры ,  тела, гипертела  являются  воображаемыми  объектами.  Геометрическое  тело  представляют  как  часть  пространства,  отделённую  от  остальной  части  пространства  поверхностью -  границей  этого  тела.  Гипертело -  часть  гиперпространства ,  отделённая  от  остальной  части  гиперпространства  объёмной  поверхностью  -  объёмной  границей  этого  тела.     

            При  изучении  геометрических  тел  пользуются  их  изображением  на  чертеже. Одно и  то  же  тело  допускает  различные  изображения,  среди  которых  выбирают  наиболее  удобное  для  исследования  свойств  и  создающее   правильное  представление  о  форме.  Изображением  служит  проекция  на  плоскость,  при  этом  невидимые  части  изображаются  штриховыми  линиями.

§  1.  Аксиомы  гиперстереометрии  и  их  простейшие  следствия.
2.             Аксиомы  гиперстереометрии. 
       В  гиперстереометрии  так  же,  как  в  стереометрии  и  планиметрии,  свойства   гиперфигур  устанавливаются  путём  доказательства  соответствующих  теорем.   Свойства   основных   гиперстереометрических  понятий   выражаются  в  аксиомах.  Основными  фигурами  в  гиперстереометрии  являются   точка,  прямая,  плоскость  и  трёхмерное  пространство.  Введение  нового  понятия  заставляет  расширить  систему  аксиом  ,  поэтому  введём  группу  аксиом  Т ,  которая  выражает  основные  свойства  трёхмерных  пространств  в  гиперпространстве.
           А.  Аксиомы  планиметрии. (  по  А.В.  Погорелову)
           I. Основные  свойства  принадлежности  точек  и  прямых.

                   Какова  бы  ни  была  прямая,  существуют  точки, принадлежащие  этой        

                   прямой,  и  точки,  не  принадлежащие  ей.

                  Через  любые  две  точки  можно  провести  прямую,  и  только  одну.

           II. Основные  свойства  расположения  точек  на  прямой.

                    Из  трёх  точек  на  прямой  одна  и  только  одна  лежит  между  двумя 

                    другими.
          III. Основные  свойства  измерения   отрезков.
                    Каждый  отрезок  имеет  определённую  длину,  большую  нуля.  Длина 

                    отрезка  равна  сумме  длин  частей,  на  которые  он  разбивается  любой  

                    его  точкой.   
              IV.   Основное  свойство  расположения  точек  относительно  прямой 
                    на  плоскости.

                    Прямая,  принадлежащая   плоскости,  разбивает  эту  плоскость  на две

                    полуплоскости.

            V.     Основные  свойства  измерения  углов.
                    Каждый  угол  имеет  определённую  градусную  меру,  большую  нуля.

                    Развёрнутый  угол  равен  180˚.  Градусная  мера  угла  равна  сумме

                    градусных  мер  углов,  на  которые  он  разбивается  любым  лучом ,

                    проходящим  между  его  сторонами. 
          VI.    Основное  свойство  откладывания  отрезков.

                    На  любой  полупрямой    от   её  начальной   точки   можно  отложить 
                    отрезок  заданной  длины,  и  только  один.
            VII.   Основное  свойство  откладывания  углов.
                    От  полупрямой  на    содержащей  её  плоскости  в  заданную 

                    полуплоскость  можно  отложить   угол   с  заданной  градусной  мерой ,

                    меньшей  180˚,  и  только  один.
          VIII.   Основное  свойство  откладывания  треугольника ,  равного  данному.
                    Каков  бы  ни  был  треугольник,  существует  равный  ему  треугольник

                    в  данной  полуплоскости  в  заданном  расположении  относительно 
                    данной  полупрямой  в  этой  плоскости.
           IX.    Основное  свойство  параллельных  прямых  на  плоскости.

                    На  плоскости  через  точку ,  не  лежащую  на  данной  прямой,  можно

                    провести  не  более  одной  прямой,  параллельной  данной.

             С.  Аксиомы   стереометрии.

                 1.  Какова  бы  ни  была  плоскость,  существуют  точки,  принадлежащие  

                     этой  плоскости,  и  точки ,  не  принадлежащие  ей.

                 2.  Если  две  различные  плоскости  имеют  общую  точку,  то  они 

                      пересекаются  по  прямой.

                 3.  Если  две  различные  прямые   трёхмерного  пространства  имеют 
                      общую  точку,  то  через  них   можно  провести   в  данном  трёхмерном  

                      пространстве плоскость,  и  притом  только  одну. 
               Т.  Аксиомы  гиперстереометрии.

                  1.  Каково  бы  ни  было  трёхмерное  пространство,  существуют  точки ,  

                       принадлежащие  этому  трёхмерному  пространству,  и  точки ,  не

                       принадлежащие  ему. 
                  2.  Если  два  различных  трёхмерных  пространства  имеют  общую  точку,

                       то  они  имеют  общую  плоскость,  на  которой  лежат  все их  общие 
                       точки.
                  3.  Три  различные  прямые,  не  лежащие  в  одной  плоскости  и

                       имеющие  одну  общую  точку,  задают  трёхмерное  пространство,  и

                       притом  только  одно. 
   II  вариант.  ( по Л.С. Атанасяну.)

            1. На  каждой  прямой  и  в  каждой  плоскости  имеются  по  крайней  мере  две

                точки.

            2.  Имеются  по  крайней  мере  три  точки,  не  лежащие  на  одной  прямой,  и 
                 по  крайней  мере  четыре  ,  не  лежащие  в  одной  плоскости.
            3.  Через  любые  две  точки  проходит  прямая,  и  притом  только  одна.

            4.  Через  любые  три  точки,  не  лежащие  на  одной  прямой,  проходит 

                 плоскость,  и  притом  только  одна.

            Т1. Любые  четыре  точки ,  не  лежащие  в  одной  плоскости ,  задают  трёхмерное

                пространство ,  и  притом  только  одно.

            5.  Если  две  точки  прямой  принадлежат  плоскости ,  то  все  точки  прямой

                 лежат  в  этой  плоскости.

            6.  Если  две  плоскости  имеют  общую  точку,  то  они  имеют  общую прямую,  на

                 которой  лежат  все  общие  точки  этих   плоскостей.

            Т2  Если  два  трёхмерных  пространства  имеют   общую  точку,  то  они  имеют  и 

                  общую  плоскость ,  на  которой  лежат  все  общие  точки  этих  пространств.
            7.  Из  трёх  точек  прямой  одна,  и  только  одна,  лежит  между  двумя  другими.

            8.   Каждая  точка  О  прямой  разделяет  её на  две  части  -  два  луча  -  так,  что

                 любые  две  точки  одного  и  того  же  луча  лежат  по  одну  по  одну  сторону

                 от  точки  О ,  а  любые  две  точки  разных  лучей  лежат  по  разные  стороны
                 от   точки  О.  При  этом  точка  О  не  принадлежит  ни  одному  из  указанных 

                 лучей.     

           9.  Каждая  прямая  а ,  лежащая  в  плоскости ,  разделяет  эту  плоскость  на  две  

                части  ( две  полуплоскости )  так ,  что  любые  две  точки  одной  и  той  же 

                полуплоскости   лежат  по  одну  сторону  от  прямой  а ,  а  любые  две  точки 

                разных  полуплоскостей  лежат  по  разные  стороны  от  прямой  а.  При  этом

                точки  прямой  а  не  принадлежат  ни  одной  из  этих  плоскостей .

          10.  Каждая  плоскость  α  разделяет  пространство  на  две  части  ( два 

                 полупространства)  так,  что  любые  две  точки  одного   и  того  же  полу-

                 пространства  лежат  по  одну  сторону  от  плоскости  α ,  а  любые  две точки
                 разных  полупространств  лежат  по  разные  стороны  от  плоскости  α .
           Т3. Каждое  трёхмерное  пространство  разделяет  гиперпространство  на  две  части

               ( два  полугиперпространства )  так .  что  любые  две  точки  одного  и  того  же

                полугиперпространства  лежат  по  одну  сторону  от   данного  трёхмерного 
                пространства.,  а  любые  две  точки  разных  полугиперпространств  лежат  по

                разные  стороны  от  данного  трёхмерного  пространства.

          11.  Если  при  наложении  совмещаются  концы  двух  отрезков ,  то  совмещаются 

                 и  сами  отрезки.

          12.  На  любом  луче  от  его  начала  можно  отложить  отрезок ,  равный  данному , 

                 и  притом  только  один.

          13.  От  любого  луча  в  данную  полуплоскость  можно  отложить  угол ,  равный 
                  данному  неразвёрнутому  углу ,  и  притом  только  один.

          14.  Два  равных  угла  hk  и  h 1 k 1, лежащие  в  плоскостях ,  являющихся 
                 границами  полупространств  Р  и   Р1 ,  можно  совместить  наложением  так ,

                 что  при  этом  совместятся  полупространства  Р  и  Р1 ,  причём  это  можно
                 сделать   двумя  способами :  в  одном  случае  совместятся  лучи  h и h1, k  и k 1,

                         а  в  другом  -  лучи  h  и  k1 ,  k  и  h1 .
          15.  Любая  фигура  равна  самой  себе.

          16.  Если  фигура  Ф  равна  фигуре  Ф1 ,  то  фигура  Ф1  равна  фигуре  Ф.
          17.  Если  фигура  Ф1  равна  фигуре  Ф2 ,  а  фигура  Ф2  равна  фигуре  Ф3 ,  то  

                 Фигура  Ф1  равна  фигуре  Ф3.

          18.  При  выбранной  единице  измерения  отрезков  длина  каждого  отрезка  

                 выражается  положительным  числом.

          19.  При  выбранной  единице  измерения  отрезков  для  любого  положительного

                 числа  существует  отрезок,  длина  которого  выражается  этим  числом.

           20.  В  любой  плоскости  через  точку ,  не  лежащую  на  данной  прямой  этой  

                  плоскости ,  проходит   только  одна  прямая ,  параллельная  данной.

3.                          Существование  трёхмерного  пространства ,  проходящего  через 

                              данную  плоскость  и  данную  точку.
  Теорема Г 1.1.   Плоскость  и  не  лежащая  на  ней  точка   задаёт  трёхмерное 

                              пространство ,  и  притом  только  одно.

   Доказательство.  Пусть  α – данная  плоскость  и  В – не  лежащая  на  ней  точка.

   Отметим  точку  А  на  данной  плоскости,  проведём  в этой  плоскости  через  точку А прямые  a  и  b.  Через  точки  А  и  В  проведём  прямую  с.  Проведённые  прямые  различны  и  не  лежат  в  одной  плоскости ,  поэтому  по  аксиоме  Т3  они  задают  трёхмерное  пространство П.
          Данное  трёхмерное  пространство  единственное.  Если  отметить  на  плоскости  другую  точку  А1  и  провести  в  данной  плоскости  через  точку  А1 две  прямые  a1 и b1,  то  они    будут  различными  с  прямой  с1 и  не  лежать  в  одной  плоскости ,  поэтому  по

аксиоме  Т3 будут  задавать трёхмерное  пространство П1. 
             Пространства  П  и  П1  различны и  имеют  общую  плоскость  α  и  общую  точку  В.  По  аксиоме  Т2   точка  В  принадлежит  плоскости  α, что  противоречит  условию  теоремы. Теорема  доказана.
 4.                      Условие  принадлежности  плоскости  трёхмерному  пространству.
Теорема Г 1.2.  Если  три  точки   плоскости,  не  лежащие  на  одной  прямой ,

                           принадлежат  трёхмерному   пространству,  то  и  вся  плоскость
                           принадлежит   этому пространству.

Доказательство.  Пусть  точки  А,В,С  плоскости  α,  не  лежащие  на  одной  прямой , принадлежат  пространству  П.  По  аксиоме  С1  существует  точка  М  вне плоскости  α .
По  теореме Г 1.2  точка  М  и  плоскость  α   задают  единственное  пространство  П1. Если  пространства  П  и  П1  совпали ,то  плоскость  α  принадлежит  пространству  П.  Если  пространства  П  и  П1  различны ,  то  эти  пространства  пересекаются  по  плоскости α1  ,
содержащей  три  точки  А,В,С,  плоскости α.  По  теореме стереометрии  16.3  эти  плоскости  совпадают,  следовательно , плоскость  α  принадлежит  пространству  П .  Теорема  доказана.
  5.                     Существование  трёхмерного  пространства ,  проходящего  через 

                          четыре  точки.
Теорема Г 1.3.  Четыре  точки ,  не  лежащие  в  одной  плоскости,  задают 
                         трёхмерное  пространство ,  и  притом  только  одно.
Доказательство.  Пусть  A, B, C, D  -  четыре  точки ,  не  лежащие   в  одной  плоскости.

Никакие  три  из  них  не  лежат  на  одной  прямой.  По  теореме  16.3  через  точки  A,  B,  C   можно  плоскость α .  Точка  D  не  принадлежит  этой  плоскости,  так  как  точки  A, B, C, D  не  лежат  в  одной  плоскости.  По  теореме  Г1.1  через  плоскость  α  и  точку  D  проходит  трёхмерное  пространство П.  Это  пространство  содержит  точки  A, B, C, D.  
      Докажем , что  пространство  П ,  проходящее  через  точки  A, B, C, D,  единственное.  Пусть  через  точки  A, B, C, D проходит  другое  пространство  П1. Пространства  П  и  П1  различны  и  имеют  общую  точку ,  например  А,  тогда  по  аксиоме  Т2  они  пересекаются  по  плоскости ,  содержащей  все  общие  точки  этих  пространств.  Значит    общие  точки  A, B, C, D  пространств  П  и П1  лежат  в  одной  плоскости,  это  противоречит  условию  теоремы.  Следовательно  пространство  П  единственное. 

  6.                     Существование  трёхмерного  пространства ,  проходящего  через  две

                           пересекающиеся  плоскости.
Теорема Г1.4.  Две  пересекающиеся  плоскости  задают  трёхмерное  пространство,
                         и  притом  только  одно.
Доказательство.  Пусть  α  и  β  -  данные  плоскости , пересекающиеся   по  прямой  с .  На  прямой  с  отметим  точки  С  и  D ,   в плоскости  α   -  точку  А ,  а  в  плоскости  β -  точку  В  вне   прямой   с. Точки  A, B, C, D  не  лежат  водной  плоскости,  так  как  плоскости  α и  β  различны.  По  теореме  Г1.3    эти  точки  задают  трёхмерное  пространство  П.  Плоскости  α  и  β  принадлежат  пространству  П  по  теореме  Г1.2.

    Докажем,  что  пространство  П  единственное.  Пусть  через пересекающиеся плоскости  α  и  β   проходит  другое  пространство  П1.  Различные  пространства  П  и  П1,  имеющие   общую  точку,  по  аксиоме  Т2  пересекаются  по  плоскости ,  на  которой  лежат  все  общие  точки. По  теореме  16.3  плоскость  пересечения  совпадает  с  плоскостями  α  и  β ,но  по  условию  плоскости  α  и  β  пересекаются.  Следовательно  пространство  П  единственное.
  7.                    Существование  трёхмерного  пространства ,  проходящего  через  две 

                          параллельные  плоскости.
Теорема  Г1.5.  Две  параллельные  плоскости  задают  трёхмерное  пространство ,  и 
                          при  том  только  одно.
Доказательство.  Пусть  α  и  β  -  данные  параллельные  плоскости, отметим точку А   на    плоскости  α,  а  на  плоскости  β  отметим  точку  В. По  теореме  Г1.1 плоскость α  и  точка  В  задают  трёхмерное  пространство  П  ,  а  плоскость  β  и  точка  А  задают  пространство  П1.  Эти  два  пространства  имеют  общую  точку  В ,  поэтому   по  аксиоме  Т2 они  пересекаются  по  плоскости ,  на  которой  лежат  все  их  общие  точки.  Тогда  плоскости  α  принадлежит  точка  В  плоскости  β ,  что  невозможно ,  так  как  плоскости  α  и  β   параллельны  по  условию.  Следовательно,  пространства  П  и  П1  совпадают ,  и  через  параллельные  плоскости  проходит  трёхмерное  пространство. 

        Докажем,  что  трёхмерное пространство  единственное.  Допустим,  что  таких  трёхмерных  пространства , проходящих  через  две  параллельные  плоскости α  и  β . два  -  П  и  П2 .Эти  пространства различны  и   имеют  общую  точку ,  поэтому  по  аксиоме  Т2   все  их  общие  точки  (плоскости  α  и  β)  должны  лежать  в  одной  плоскости ,  что  невозможно  ,так  как   плоскости α  и  β  параллельны. Единственность  трёхмерного  пространства ,  проходящего  через  параллельные  плоскости , доказана. 
§  2.    Пересечение   трёхмерного  пространства   прямой  и  плоскостью.  
Определение.   Плоскость   и  трёхмерное  пространство  называются 
                          пересекающимися ,  если  они  имеют  общую  точку.

Определение.   Прямая  и  трёхмерное  пространство  называются  пересекающимися , 

                          если  они  имеют  общую  точку.
 8.                         Пересечение  плоскости  с  трёхмерным  пространством .
Теорема Г 2.1.  Если   трёхмерное  пространство  и  плоскость ,  проходящая  через 
                        точку  вне  данного  трёхмерного  пространства,  имеют  общую  точку,  

                        то  плоскость  и  трёхмерное   пространство  имеют  общую  прямую, 

                        на  которой  лежат  все    их  общие  точки.

Доказательство.  Пусть α – данная  плоскость  и  П – данное  трёхмерное  пространство,

В – общая  точка  α и  П,  через  С  обозначим  точку,  принадлежащую   плоскости  α  и  не  лежащую  вне  пространства  П.

     По  аксиоме  С1  существует  точка   , не  лежащая  на  плоскости  α и  по  аксиоме  Т1 существует  точка  вне  пространства  П,  назовём  её  А. По  теореме  Г1.1 существует  пространство  П1 ,  проходящее  через  точку  А  и  плоскость α .  Пространства  П  и  П1
различны,  так  как  точка  А  лежит  вне  пространства  П и  эти  пространства  имеют  общую  точку  В,  тогда  по  аксиоме  Т2  пространства  П  и  П1  пересекаются  по    плоскости   β.  Плоскости  α  и  β  имеют  общую  точку  В  и  различны,  так  как  по  условию  теоремы  точка  С  лежит  вне  пространства  П.  По  аксиоме  С2   плоскости  α  и  β  пересекаются  по  прямой  b ,  на  которой  лежат  все  их  общие  точки. Прямая  b ,  содержащая  точку  В ,  есть  прямая  пересечения  плоскости  α  и  пространства  П.  Теорема  доказана.
 9.                           Пересечение  прямой  с  трёхмерным  пространством.
Теорема  Г2.2.  Если  две  точки  прямой  принадлежат  трёхмерному  пространству, 

                          то  и  вся  прямая  принадлежит  этому  пространству. 

Доказательство.  Пусть  а – данная  прямая  и  П – данное  пространство,  точки  А и В  -общие  точки   прямой  а  и  пространства  П. Через  прямую  а  и  точку  С,  не  лежащую  на  этой  прямой  по  теореме   стереометрии  16.1  проходит  плоскость  α.  Если  точка  С  принадлежит  пространству  П,  то  три  точки  плоскости  α,  не  лежащие  на  одной  прямой , принадлежат  П,  тогда  по  теореме  Г1.2  плоскость α  принадлежит  пространству  П, и  прямая  а  принадлежит  П. 

      Если  точка  С  не  принадлежит  пространству  П,  то  по  теореме  Г2.1  плоскость  α  и  трёхмерное  пространство  П  имеют  общую  прямую  -  это  прямая  а,  проходящая  через  общие  точки  А  и  В.  Следовательно  ,  прямая  принадлежит  трёхмерному  пространству.  Теорема  доказана.
                       Из  теоремы  Г2.2  следует ,  что  трёхмерное  пространство   и  не 
                                         лежащая   в  нём  прямая  либо  не  пересекаются ,  либо
                                         пересекаются  в  одной  точке.
10.                    Пресечение  параллельных  прямых  трёхмерным  пространством.

Теорема  Г 2.3.  Если  трехмерное  пространство  пересекает  одну  из  параллельных 

                            прямых  ,  то  оно  пересекает  и  другую  прямую. 

Доказательство.  Пусть  a  и  b  -  данные  параллельные  прямые,  пространство  П  пересекает  прямую  а  в  точке  А.  По  определению  параллельные  прямые  а  и  b  лежат  в  одной  плоскости  α ,  которая  с  пространством  П  имеет  общую  точку  А. 
 По  теореме  Г2.1  данная  плоскость  и  пространство  П  пересекаются  по прямой  с ,  проходящей  через  точку  А.  Если  допустить ,  что  прямые  b  и  с  не  пересекаются,
то в плоскости  α  через  точку  А ,  не  лежащую  на  прямой  c ,  проходят  две  параллельные  ей  прямые ,  что  противоречит  аксиоме  планиметрии  IX . Следовательно,  прямая  b  пересекает  прямую  с  пространства  П,  то  есть  пространство  П  и  прямая  b  имеют  общую  точку.  Теорема  доказана.
  11.                           Существование  трёхмерного  пространства ,  проходящего  через

                                   плоскость  и  пересекающую  её  прямую .
Теорема   Г 2 4.          Плоскость  и  пересекающая    её  прямая  задают  трёхмерное 

                                    пространство , и  при  том  только  одно. 

Доказательство.  Пусть  α -  данная  плоскость,  а  -  прямая,  пересекающая  плоскость  в  точке  А.  По  аксиоме  I1  на  прямой  а  существует  точка  В ,  отличная  от  точки  А.  Через  плоскость α  и  точку  В  вне  её  по  теореме  Г 1.2  можно  провести  трёхмерное  пространство  П.  Прямая  а  принадлежит  пространству  П  по  теореме  Г2.2  ,  так  как  две  её  точки  А  и  В  принадлежат  ему.

       Докажем,  что  пространство  единственное.  Пусть  через  прямую  а  и  плоскость  α  проходит  ещё  одно  трёхмерное  пространство  П1.  Эти  пространства ,  имея  общую  точку ,  имеют  общую  плоскость  по  аксиоме  Т2. В  этом  случае  прямая   должна  принадлежать  плоскости  α , что  противоречит  условию теоремы.  Теорема  доказана. 
 12.                   Разбиение   гиперпространства  трёхмерным  пространством  на  два 

                          полугиперпространства.
Теорема  Г 2.5.  Трёхмерное  пространство  разбивает  гиперпространство  на  два 
                            полугиперпространства.  Если  точки  X  и Y   принадлежат  одному
                            полугиперпространству ,  то  отрезок   XY  не  пересекает  
                            трёхмерное  пространство.  Если  же  точки  X и  Y  принадлежат 
                            разным  полугиперпространствам ,  то  отрезок  XY  пересекает 
                           трёхмерное  пространство. 
Доказательство.  Пусть  П -  данное  трёхмерное  пространство.  Отметим  точку  А,  не  лежащую  в  пространстве  П.  Такая  точка  существует  по  аксиоме  Т1.  Разобьём  все  точки  гиперпространства,  не  лежащие  в  пространстве  П ,  на  два  полугиперпространства  следующим  образом.  Точку  Х  отнесём  к  первому  полугиперпространству,  если  отрезок  АХ  не  пересекает  пространство  П,  и  ко  второмуполугиперпространству,  если  отрезок  АХ  пересекает  пространство  П.  Покажем ,  что  такое  разбиение  обладает  свойствами ,  указанными  в  теореме.

            Пусть  точки  X и Y  принадлежат  первому  полугиперпространству. Проведём  через  точки  А, Х  и  Y   плоскость  α .  Если  плоскость α  не  пересекает  пространство 

 П  , то  отрезок  XY тоже  не  пересекает  это  пространство.  Допустим ,  что  плоскость  α  пересекает  пространство  П,  тогда  по  теореме  Г 2.1 их  пересечение  происходит  по некоторой  прямой  а. Прямая  а  разбивает  плоскость  α  на  две  полуплоскости .  Точки  X  и  Y  принадлежат   одной  полуплоскости  ,  именно  той ,  в  которой  лежит  точка  А.Поэтому  отрезок  XY не  пересекает  прямую  а ,  а  значит ,  и  пространство  П.
           Если  точки  X и  Y  принадлежат  второму  полугиперпространству ,  то  пространство  П  заведомо  пересекает  плоскость  α ,  так  как  отрезок  АХ  пересекает  пространство П. Точки  X и Y  принадлежат  одной  полуплоскости  ,  полученной  от  разбиения   плоскости  α  прямой  а.  Следовательно ,  отрезок  XY  не  пересекает  прямую  а  ,  а  значит ,  и  пространство  П.
            Если точка  Х  принадлежит  одному  полугиперпространству , а  точка  Y  -  другому,  то  плоскость  α  пересекает  пространство  П ,  а точки  X  и   Y  лежат  в  разных  полуплоскостях   плоскости  α   относительно  прямой  а. Поэтому  отрезок  XY  пересекает  прямую  а ,  а  значит ,  и  пространство  П.  Теорема  доказана.
 § 3 .              Параллельность  плоскостей  и трёхмерных  пространств.
Определение.     Две  плоскости  в  гиперпространстве  называются  параллельными ,

                           если  они  лежат  в  одном  трёхмерном  пространстве  и  не  имеют

                           общих  точек. 

Определение .    Две  плоскости  в  гиперпространстве  называются  скрещивающимися,

                            если  они  не  лежат  в  одном  трёхмерном  пространстве и  не 

                            пересекаются.                      
Определение.    Плоскость   и  трёхмерное  пространство  называются  

                           параллельными,    если  они  не  имеют  общей   точки.

13.                  Существование  плоскости ,  параллельной  данному  трёхмерному 

                        пространству.  

Теорема Г 3.1.  Через  точку  вне  данного  трёхмерного  пространства  можно 

                           провести параллельную  ему  плоскость .

Доказательство. Пусть  точка  А  лежит  вне  трёхмерного  пространства  П.    В  пространстве  П  отметим  произвольную  плоскость  α .  Через  точку  А  и  плоскость  α   по  теореме  Г 1.1  проходит  трёхмерное  пространство  П1.  В  этом  трёхмерном  пространстве  П1  через  точку  А  ,  лежащую  вне  плоскости  α,  по  теореме  17.5  можно  провести  параллельную  ей  плоскость  β.  Плоскость  β  и  пространство  П  общих  точек  не  имеют  ,  так  как  все  общие  точки  пространств  П  и  П1  лежат  на  плоскости  α ,  а  плоскости  α  и  β  параллельны.  Следовательно ,  β  - искомая  плоскость  ,  параллельная  пространству  П.  Теорема  доказана.

 14.                     Признак  параллельности  плоскости  и  трёхмерного 
                            пространства.

Теорема  Г 3.2.   Если  плоскость ,  проходящая  через  точку вне  данного  трёхмерного 

                            пространства ,  параллельна   плоскости  этого   трёхмерного

                            пространства,  то  она   параллельна  и  самому  трёхмерному
                            пространству.
Доказательство.  Пусть α -  данная  плоскость ,   β  - плоскость  трёхмерного  пространства  П,  параллельная  плоскости α .  Точка  А  принадлежит  плоскости  α  и  лежит  вне  пространства  П.

        Параллельные  плоскости  α  и  β  принадлежат  пространству  П1 по  теореме  Г 1.5,  тогда  все  общие  точки  пространств П  и  П1  будут  принадлежать  плоскости  β.  

Если  допустить ,  что  плоскость  α  имеет  общую  точку  с  пространством  П , то  эта  точка  должна  принадлежать  плоскости β. Но  этого  не  может  быть ,  так  как  плоскости  α  и  β  параллельны.  Полученное  противоречие  доказывает  справедливость  теоремы.

  15.                   Признак  параллельности  плоскости  и  трёхмерного
                           пространства.

Теорема Г 3.3.  Плоскость, проходящая  через  точку  вне   данного  трёхмерного

                           пространства,  параллельно   двум пересекающимся  прямым  этого

                           пространства ,   параллельна  и  самому  трёхмерному  пространству.
Доказательство.  Пусть  a, b –  пересекающиеся  прямые ,  принадлежащие  данному  трёхмерному  пространству  П,  и  параллельные  плоскости  β ,  проходящей  через  точку  В , не  принадлежащую  пространству  П. 

     Проведём  плоскость  α  через  пересекающиеся  прямые a  и  b. Плоскости  α  и  β  параллельны ,  поэтому  плоскость  α  параллельна  пространству  П  по  теореме  Г 3.2.

Теорема  доказана.
 16.                        Свойство  трёхмерного  пространства ,  проходящего  через  
                               плоскость ,  параллельную  другому  трёхмерному пространству.

Теорема  Г  3.4.     Если  трёхмерное  пространство,  проходит  через  данную 

                                плоскость ,  параллельную  другому  трёхмерному  пространству 
                                и  пересекает  его , то  плоскость  пересечения  параллельна 
                                данной  плоскости .                      
Доказательство. Пусть  α -  данная  плоскость ,  параллельная  трёхмерному  пространству  П ,  П1 -  трёхмерное  пространство , проходящее  через  плоскость  α  и пересекающее  пространство  П  по  плоскости  β.

     Допустим ,  что в  пространстве  П1  плоскости  α  и β  имеют  общую  точку , но  это  невозможно  ,  так  как   по  условию  плоскость  α  параллельна  пространству  П ,  содержащему  плоскость  β. Мы  пришли  к  противоречию. Следовательно ,  плоскости  α  и  β  параллельны. Теорема доказана.

17.                    Свойство плоскости ,  параллельной  трёхмерному  пространству.

Теорема Г 3.5.  Если  плоскость  параллельна  данному  трёхмерному
                           пространству ,  то  она   либо   параллельна  одним  плоскостям  этого
                           трёхмерного   пространства,  либо  является  скрещивающимися  с

                           другими плоскостями  этого  трёхмерного  пространства. 

Доказательство. Пусть  α -  данная  плоскость,  параллельная  трёхмерному  пространству П. Отметим  в  пространстве  П  произвольную  точку  А . Плоскость α  и  точка А  вне  её задают  трёхмерное  пространство  П1.  Пространства  П  и  П1 различны  и   ,  имея  общую  точку  А ,  пересекаются  по  плоскости  β. В  пространстве  П1  плоскости  α  и  β не  имеют  общих  точек ,  поэтому  они  параллельны.

         На  плоскости  β  пространства  П  отметим  две  точки  В1 и  В2  .  Точку  В3   пространства  П  отметим  вне  плоскости  β ,  поэтому  эта  точка  не  принадлежит  пространству  П1 и  лежит  вне  прямой  В1В2 .   Через  три  точки ,  не  лежащие  на  одной  прямой ,  можно  провести  в  пространстве  П  плоскость γ.  Эта  плоскость  γ  не  принадлежит  пространству  П1  и  не  имеет  общей  точки  с  плоскостью  α .    Следовательно , плоскости  α и  γ  являются  скрещивающимися.  Теорема  доказана. 
§  4.                    Параллельность прямой  и  трехмерного  пространства.
Определение .    Прямая  и  трёхмерное  пространство  называются  параллельными  ,

                            если  они  не  имеют  общей  точки. 
18.                       Существование  прямой ,  параллельной  данному  трёхмерному
                            пространству.

Теорема  Г4.1.  Через  любую  точку  вне  данного  трёхмерного  пространства  можно  
                           провести  в  гиперпространстве   прямую ,  параллельную  данному 
                           трёхмерному  пространству.
Доказательство. Пусть  П  -  данное  трёхмерное  пространство и  А -  точка ,  не  принадлежащая  ему . В  пространстве  П   можно  отметить  точки В , С  и  D , не  лежащие  на  одной  прямой.  Плоскость  α ,  проходящая  через  эти  точки,  будет  принадлежать  пространству  П по  теореме  Г 1.2. Через  точку  А  и  плоскость  α  проведём  трёхмерное  пространство  П1.  В  плоскости  α  лежат  все  общие  точки  пространств  П  и  П1. По  теореме  стереометрии  17.1  существует  прямая   а ,  проходящая  через  точку   А  и  параллельная  плоскости  α.  Построенная  прямая  а   и  пространство  П  не  имеют  общих  точек  ,  поэтому  прямая  а  параллельна  пространству  П.  Теорема  доказана.

 19.                      Признак  параллельности  прямой  и  трёхмерного  пространства.
Теорема  Г 4.2.  Если  прямая ,  не  принадлежащая  трёхмерному  пространству, 

                             параллельна  какой – нибудь  прямой  этого  трёхмерного

                             пространства ,  то  она  параллельна  и  самому  трёхмерному 

                             пространству.

Доказательство. Пусть  а  -  прямая ,  не  принадлежащая  трёхмерному  пространству  П,  

b  -  прямая  пространства  П  ,  параллельная  прямой  а.  
      По  определению  параллельных  прямых  прямые  а  и   b  лежат  в  одной  плоскости .

Эта  плоскость  пересекает  пространство  П  по  прямой  b.  Если  допустить ,  что  прямая  а  пересекает  пространство  П ,  то  точка  пересечения  должна  принадлежать  прямой  b.

Но  это  невозможно ,  так  как  прямые  а  и  b параллельны.  Следовательно ,  прямая  а  параллельна  пространству  П .  Теорема  доказана.

20.                       Свойство  прямой ,  параллельной  трёхмерному  пространству. 

Теорема  Г  4.3.  Если  трёхмерное  пространство  проходит  через  прямую , 
                             параллельную  другому  трёхмерному  пространству,  и  пересекает 

                             его  ,  то  плоскость  пересечения  и  прямая  параллельны.
Доказательство.  Пусть  а - прямая ,  параллельная  данному  трёхмерному  пространству  П ,  α  -  плоскость  пересечения  трёхмерного  пространства  П  и  трёхмерного  пространства  П1 ,  проходящего  через  прямую  а.

       Допустим , что  в  пространстве  П1 прямая  а  пересекает  плоскость α .  Если  бы  прямая  а  пересекала  плоскость  α ,   то  точка  пересечения  принадлежала  бы  пространству  П.  Но  это  невозможно  ,  так  как  прямая  а  и  пространство  П  параллельны.  Следовательно , прямая  а  параллельна  плоскости  пересечения  α.  Теорема  доказана.
. Следствие. Если  прямая  параллельна  трёхмерному  пространству,  то  она  либо 

                         параллельна,  либо  является  скрещивающейся  с  прямыми  данного 

                         трёхмерного  пространства  

 §  5.       Параллельность  трёхмерных  пространств.
 Определение.  Два  трёхмерных  пространства  называются  параллельными,  если  они  

                          не  имеют  общей  точки.

 21.                    Свойство  параллельных  трёхмерных  пространств , пересечённых

                           третьим  трёхмерным  пространством.

Теорема  Г 5.1.  Если  два    параллельных  трёхмерных  пространства  пересечены 
                            третьим   трёхмерным  пространством,  то  плоскости  пересечения 
                           будут  параллельны.

 Доказательство.  Пусть  П1  и  П2 -  два  данных  параллельных  пространства,  П3 – пересекающее  их  пространство.  По  аксиоме  Т2  два  различных  трёхмерных  пространства  пересекаются  по  плоскости. Пусть  плоскости α  и  β являются  плоскостями  пересечения  данных  пространств.  Если  допустить,  что  эти  плоскости  имеют  общую  точку ,  то  она является  общей  точкой   пространств  П1  и  П2 .  Чего  быть  не  может ,  так  как  они  параллельны.  Следовательно  плоскости  α  и  β  параллельны  по  определению.  Теорема  доказана.

  22.                     Свойство  двух  параллельных  трёхмерных  пространств , 

                             пересечённых  плоскостью
Теорема  Г 5.2.    Если  два  параллельных   трёхмерных  пространства  пересечены 

                              плоскостью ,  то  прямые  пересечения  параллельны.  
Доказательство.  Пусть  П  и  П1  -  данные  параллельные  трёхмерные  пространства, α  - секущая  плоскость,  a  и  b  -  прямые  пересечения  пространств  П  и  П1  с  плоскостью  α. Допустим , что  прямые  a  и  b  имеют  общую  точку,  тогда  и  пространства  П  и  П1 имеют  общую  точку ,  но  по  условию  эти  пространства  параллельны.  Следовательно,  прямые  a  и  b  плоскости  α  параллельны.  Теорема  доказана.

   23.                      Признак  параллельности  трёхмерных  пространств.
Теорема  Г 5.3.    Если  две  пересекающиеся  плоскости  одного  трёхмерного 

                             пространства   параллельны  другому  трёхмерному  пространству ,  

                             то  такие  трёхмерные  пространства  параллельны.

Доказательство.  Пусть  α  и  β – данные  пересекающиеся  плоскости трёхмерного  пространства  П,  параллельные   трёхмерному  пространству  П1.  Допустим ,  что  пространства  П  и  П1  имеют  общую  точку ,  тогда  они  пересекаются  по  плоскости γ.

Пересекающиеся  плоскости  α и β  не  имеют  общих  точек  с  плоскостью  γ ,  так  как  они  параллельны  пространству  П1.  В  пространстве  П  получено  противоречие  с  теоремой  стереометрии  17.5. Теорема  доказана.
Следствие .        Если   две  пересекающиеся  плоскости  одного  трёхмерного 
                            пространства  соответственно  параллельны  двум  плоскостям
                            другого  трёхмерного  пространства ,  то  такие  трёхмерные 
                            пространства  параллельны.
 24.                 Существование  трёхмерного  пространства ,  параллельного  данному

                        трёхмерному  пространству.
Теорема Г 5.4.   Через  точку  вне  данного  трёхмерного  пространства  проходит 

                             параллельное  ему  пространство ,  притом  только  одно.
Доказательство. Проведём  в  данном  трёхмерном  П пространстве  какие – нибудь  две  пересекающиеся  плоскости  α  и  β .  Через  данную  точку  А  проведём  параллельные им плоскости  α1  и  β1.    Пространство  П1 ,  проходящее  через  пересекающиеся  плоскости   

α1  и  β1 ,  по  теореме  Г  5.3   параллельно  пространству  П.
         Пусть через  точку  А,  не  принадлежащую  пространству  П, проходят  два

 трёхмерных  пространства  П1 и  П2 ,   параллельные  трёхмерному  пространству  П.

Отметим  в  пространстве  П  плоскость  γ  по  теореме  Г1.1  через  плоскость  γ и  не  лежащая  на  ней  точка  А задают  пространство  П3 . Все  названные пространства   различны. По  аксиоме  Т2  пары пространств  П1 ,П3   и  П2, П3,проходящие  через  точку  А, пересекаются  по  плоскостям δ1 и δ2 соответственно. Так  как  плоскости  пересечения  двух  трёхмерных  пространств  третьим  параллельны,  то  через  точку  А  вне  плоскости  γ  в  трёхмерном  пространстве  П3   проходит  две параллельные  ей  плоскости,  что  противоречит  теореме  17.5.  Единственность  трёхмерного  пространства  доказана.  Теперь  теорема  доказана  полностью.
25.                          Признак  параллельности  трёхмерных  пространств.
Теорема Г5.5.  Если  три  пересекающиеся  в  одной  точке  прямые,  не  лежащие  в 

                          одной  плоскости , одного  трёхмерного  пространства     параллельны  

                          другому  трёхмерного  пространства ,  то  такие  трёхмерные  
                          пространства   параллельны.
Доказательство.  Пусть  a ,b , c – пересекающиеся    в  точке  А и  не  лежащие  в  одной  плоскости  прямые  трёхмерного  пространства  П,  эти  прямые  параллельны   трёхмерному  пространству  П1.  

В  пространстве  П через  две  пересекающиеся  прямые  а и b проведём  
 плоскость  α ,  а   через    две  пересекающиеся  прямые  а  и  с  проведём   плоскость  β.      
   Эти  пересекающиеся  плоскости  α  и   β  параллельны  пространству  П1.  Пространства  П  и  П1  параллельны  по  теореме  Г 5.3. Теорема  доказана.
26.                         Признак  параллельности  трёхмерных  пространств.
Теорема  Г 5.6.    Два  трёхмерных  пространства,  параллельные  третьему 
                              трёхмерному    пространству,  параллельны.
Доказательство. Пусть  П1, П2  -  трёхмерные  пространства ,  параллельные  трёхмерному  пространству  П.  Допустим ,  что  пространства  П1 и  П2 имеют  общую  точку  А,  которая  не может  принадлежать  пространству  П.  Получено  противоречие  с  теоремой  Г 5.4  о  существовании  единственного  трёхмерного  пространства ,  параллельного  данному .  Теорема  доказана.

 27.                          Свойства  параллельных  трёхмерных  пространств.
Теорема  Г 5.7  Если  трёхмерное  пространство  пересекает  одно  из  параллельных 
                           трёхмерных  пространств,  то  оно  пересекает  и  другое.
Доказательство.  Пусть  П1  и  П2  -  параллельные  трёхмерные  пространства,  точка  А – общая  точка  трёхмерных  пространств  П1  и  П3.  Если  трёхмерное  пространство  П3  не  пересекает  трёхмерное  пространство  П2,  то  через  точку  А  проходят  два  трёхмерных  пространства ,  параллельных  трёхмерному  пространству  П2 ,  что  противоречит  теореме  Г5.4 Следовательно,  пространство  П3  пересекает  пространство  П2.  Теорема  доказана. 
Теорема  Г 5.8.   Если  плоскость  пересекает  одно  из  двух  параллельных

                             трёхмерных  пространств ,  то  она  пересекает  и  другое.
Доказательство.  Пусть  П1  и  П2 -  параллельные  трёхмерные  пространства.  Плоскость  α   пересекает  пространство  П1,  то  есть  они   имеют  общую  точку  А.   В  пространстве  П2  отметим  точку  В.  Плоскость  α  и  точка  В,  не  принадлежащая  ей,  задают  трёхмерное  пространство  П3 ,  которое  пересекает   параллельные  пространства  П1  и  П2  по  параллельным   плоскостям  β1 и  β2 ( теорема Г5.1) .  Если  плоскость  α  не  пересекает  пространство  П2 ,  то  в  пространстве  П3  через  точку  А  проходит  две  плоскости  α  и  β1 ,  параллельные  плоскости β2,  что  противоречит  теореме  стереометрии  17.5.  Следовательно,  плоскость  α  пространство П2  пересекает.  Теорема  доказана.

Теорема  Г5.9.  Если  прямая  пересекает  одно  из  двух  параллельных  трёхмерных 

                           пространств ,  то  она  пересекает  и  другое.
Доказательство.  Пусть   П1  и  П2  -  данные  параллельные  трёхмерные  пространства, прямая  а  пересекает  пространство  П1  в  точке  А.  В  пространстве  П1  отметим  плоскость  α ,  проходящую  через  точку  А  и  пересекающую  прямую  а ,  они  задают  трёхмерное  пространство  П3  ( теорема  Г2.4 ) ,  которое  пересекает  пространство  П1  по  плоскости  α.  По  теореме  Г5.1 трёхмерное  пространство  П3  пересекает  параллельные  пространства  П1  и  П2  по  параллельным  плоскостям  α  и  β .  В  трёхмерном  пространстве  прямая  а ,  пересекая  одну  из  параллельных  плоскостей  - α ,  пересекает  и  другую -  β.  Следовательно, прямая  а  пересекает  пространство  П2.  Теорема  доказана.

Теорема  Г5.10.    Отрезки  параллельных  прямых ,  заключённые  между  двумя
                               параллельными  трёхмерными  пространствами ,  равны.
Доказательство.  Пусть  П  и  П1 -  параллельные  трёхмерные  пространства,  а  и  b  -  пересекающие  их  параллельные  прямые ,  А ,А1  и  В , В1 -  точки  пересечения  прямых  с  пространствами  П  и  П1.  Проведём  через  прямые  а  и  b  плоскость. Она  пересекает  пространства  П  и  П1  по  параллельным  прямым  АВ  и  А1В1.  Четырёхугольник  АВВ1А1  -  параллелограмм ,  так  как  у  него  противолежащие  стороны  параллельны.  А   у  параллелограмма  противолежащие  сторона  равны.  Значит ,  АВ  =  А1В1 . Теорема  доказана.
.§  6.                 Перпендикулярность  прямых  и  трёхмерных  пространств.
Определение.  Прямая,  пересекающая  трёхмерное  пространство,  называется

                         перпендикулярной  трёхмерному  пространству,  если  она  

                         перпендикулярна   любой  прямой  трёхмерного  пространства, 
                         проходящей  через  точку  пересечения  данной  прямой  и  трёхмерного 

 28.                   Признак  перпендикулярности  прямой  и  трёхмерного  пространства.

Теорема Г 6.1.  Если  прямая,  пересекающая  трёхмерное  пространство , 
                           перпендикулярна   трём  прямым,  не  лежащим  в  одной  плоскости
                           и  проходящим  через  точку  пересечения,  то  она  перпендикулярна 
                           трёхмерному  пространству.
Доказательство.  Пусть  прямая  а  пересекает   трёхмерное  пространство П  в  точке  А;  b, c, d  - пересекающиеся  в  точке  А  прямые  пространства  П,  не  лежащие  в  одной  плоскости.

 Прямые  в  тройках : а, b, c;  a, b, d;  a, c, d – различны  и  не  лежат  в одной  плоскости,  поэтому  каждая  из  троек   по  аксиоме  Т3   задаёт  трёхмерное  пространство  П1,  П2,  П3 .В  каждом  из  этих  пространств  по  теореме  стереометрии  18.2  прямая  а  будет  перпендикулярна  плоскостям  bc,  bd, cd.  Следовательно,  прямая  а  перпендикулярна  всем  прямым ,  лежащим  в  этих  плоскостях  и  проходящим  через  точку  А. Теперь  докажем  перпендикулярность  прямой  а  любой  прямой   пространства  П ,  проходящей  через  точку  А.  Пусть  m-  произвольная  прямая  пространства  П ,  не  принадлежащая   плоскостям  bc,  bd, cd, которые принадлежат  пространству  П  по  аксиоме  Т2. По  аксиоме  С3  через  прямые  b  и  m  проходит  плоскость  α ,  пересекающая  плоскость  cd  (  аксиома С2 ) по  прямой  n.  

Получили  в  плоскости  α  две  пересекающиеся  прямые  b   и  n ,  перпендикулярные  прямой  а ,  тогда  по  признаку перпендикулярности  прямой  и  плоскости (теорема  18.2)

прямые  a  и  m  перпендикулярны. Теорема  доказана.

 29.                    Свойство  перпендикулярных  прямой  и  трёхмерного  пространства.
Теорема  Г 6.2.  Прямая  ,  перпендикулярная  трёхмерному  пространству,
                           перпендикулярна  любой  плоскости  трёхмерного  пространства,

                           проходящей  через  точку   пересечения  прямой  с  этим  

                           пространством.  
Доказательство.  Пусть  П -  трёхмерное  пространство,  а  -  прямая ,  перпендикулярная  ему,  А  - их  точка  пересечения ,   α  -  произвольная  плоскость  пространства  П ,  проходящая  через  точку  А.  Докажем ,  что  плоскость  α  перпендикулярна  прямой  а. 
     Из  определения  перпендикулярности прямой а и  трёхмерного  пространства П следует  перпендикулярность  прямой  а  любой  прямой ,  проходящей  через  точку  А  и  принадлежащей  плоскости  α. Прямая  а  перпендикулярна  плоскости α  по  определению.   Теорема  доказана. 
30.       Построение  перпендикулярных  прямой  и  трёхмерного  пространства.

 Теорема  Г 6. 3.    Через  данную  точку  прямой  можно  провести  одно  и  только  

                                одно  перпендикулярное  ей  трёхмерное  пространство.
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Доказательство.  Пусть  а – данная  прямая  и  А  -  точка  на  ней.  Проведём  через  прямую  а  две  плоскости  
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 и  
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,  в  которых  проведём  через  точку  А  прямые  
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,  перпендикулярные  прямой  а.
    По  теореме  Г 1.4  плоскости  
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 задают  трёхмерное  пространство  П1.  Вне  этого  пространства  отметим  точку  В. Плоскость  
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  и  точка  В  задают  трёхмерное  пространство  П2 .  Проведём  в  этом  пространстве  через  точку  А прямую 
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 ,  перпендикулярную  плоскости  
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. Прямые  а  и  
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  будут  перпендикулярны.
    Прямые    
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 не  лежат  в  одной  плоскости  и  проходят  через  точку  А,  поэтому  они  задают  трёхмерное  пространство  П3 .   Прямая  а  проходит  через  точку А  и  перпендикулярна  этим  прямым, поэтому  она  перпендикулярна  пространству П3.

      Докажем,  что  это  трёхмерное  пространство  единственное.  Допустим,  что,  кроме  пространства  П3,  существует  другое  трёхмерное  пространство П4,  проходящее  через  точку  А  и  перпендикулярное  прямой  а.
    Пусть  С – точка  пространства  П4 ,  не  лежащая  в  пространстве   П3 .  Проведём  через  точку  С  и  прямую  а  плоскость  α .  Она  пересечёт  эти   пространства  по различным прямым  
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 EMBED Equation.3  [image: image16.wmf]и   
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,  перпендикулярным  прямой  а. Получили  противоречие  с  теоремой  планиметрии 2.3,  так  как  через  данную  точку  прямой проходит  только  одна  перпендикулярная  ей  прямая.  Итак,  трёхмерное  пространство,  проходящее  через  точку  А  и  перпендикулярное  прямой  а ,  единственное.
Теорема Г 6.4.       Через  данную  точку  трёхмерного  пространства  можно

                                провести  одну  и  только  одну  перпендикулярную  ему  прямую.
 Доказательство.  Пусть  П  -  данное  трёхмерное  пространство  и  А  -  его  точка. Проведём  в  пространстве  П  через  точку  А  две  плоскости  
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 и  
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 ,  пересекающиеся  по  прямой  
[image: image20.wmf]3

b

.  Через  точку  А  прямой  b  проведём  трёхмерное  пространство  П`,  перпендикулярное этой прямой  b. Плоскости 
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 и  
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 пересекают  пространство  П` по    прямым  
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  и  
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,  перпендикулярным их  линии  пересечения   b .  
     Пространства  П  и  П`   различны  и  пересекаются  по  плоскости  α,  проходящей  через  прямые  
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 и  
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.  В  пространстве  П` проведём  через  точку  А  прямую  а ,  перпендикулярную  плоскости  α.  
     Прямая  а  перпендикулярна  прямым  
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b
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 и  b  пространства  П,  не  лежащим  в  одной  плоскости,  поэтому  прямая  а  и  пространство  П  перпендикулярны  по  признаку  перпендикулярности  прямой  и  трёхмерного  пространства   (теорема Г 6.1).
     Докажем,  что  эта  прямая  единственная.  Допустим ,  что , кроме  этой  прямой  а ,  существует  другая  прямая  а`,  проходящая  через  точку  А  и  перпендикулярная  пространству  П.  Проведём  через  прямые  а  и  а`  плоскость.  Она  пересечёт  пространство  П  по  прямой  с,  перпендикулярной  прямым  а  и  а` .  Но  это  невозможно.  Итак,  прямая,  проходящая  через  данную  точку  трёхмерного  пространства  и  перпендикулярная  ему,  единственна.
 31.                   Свойство  перпендикулярных  прямой  и трёхмерного  пространства  . 
Теорема  Г 6.5.  Если  трёхмерное  пространство  перпендикулярно  одной  из  двух  

                            параллельных   прямых,  то  оно  перпендикулярно  и  другой.
Доказательство. Пусть  а  и  b  -  данные  параллельные  прямые , трёхмерное  пространство  П   перпендикулярно  прямой  а  и  пересекает  её  в  точке  А.  По  теореме  Г2.3  пространство  П  пересекает   прямую   b   в  точке  В. По  определению  параллельных  прямых  прямые  а  и  b  лежат  в  одной  плоскости  α.  В  пространстве  П  отметим  произвольную  прямую  с ,  проходящую  через  точку  А.  По  теореме  Г  2. 4   существует  трёхмерное  пространство  П1,  проходящее  через  плоскость α  и  пересекающую  её  прямую  с.  Пространства  П  и  П1  различны  и  имеют  общую  точку  А,  поэтому  они  пересекаются  по  плоскости  β ,  которой  принадлежит  прямая  с  пространства  П. В  плоскости  β  через  точку  В  проедём  прямую  d ,  параллельную  прямой  с.   По  определению  перпендикулярности  прямой  и  трёхмерного  пространства   прямая  а  будет  перпендикулярна  всем  прямым  пространства  П ,  проходящим  через  точку  А.  Из  перпендикулярности  прямых  а  и  с  следует  перпендикулярность  прямых    
 b  и  d  по  теореме  стереометрии  18.1.  Из  того  ,  что  прямая  с   выбиралась  произвольно , следует  справедливость  теоремы. 
  Теорема  Г 6.6.  Через  любую  точку   гиперпространства  можно  провести прямую, 
                              перпендикулярную  трёхмерному  пространству,  и  при  том  только 
                              одну.
Доказательство. Пусть А– данная  точка ,  лежащая  вне   трёхмерного  пространства  П.  Отметим    в  пространстве  П   произвольную точку  В.   По  теореме  Г6.3  через   точку  В проходит  прямая b ,  перпендикулярная  пространству  П.  Если  точка  А  не  принадлежит  прямой  b,  то  через  точку  А и  прямую  b  можно  провести   плоскость.  В  этой  плоскости  проведём  прямую  а  параллельно  прямой  b. По  теореме  Г 6.4  трехмерное  пространство  П перпендикулярно прямой  а.

     Докажем ,  что  такая  прямая  а ,  проходящая  через  точку  А,  единственная.  Допустим,  что  через  точку  А  проходит  прямая   с ,  перпендикулярная  пространству П  и  пересекающая  его  в  точке  С. По  аксиоме  стереометрии   С3  пересекающиеся  прямые  а  и  с  в  точке  А  лежат  в  плоскости  α ,  которая  пересекает  пространство  П    ( теорема  Г2. 1.)  по  прямой .  По  определению  перпендикулярности  прямой  и  трёхмерного  пространства  прямые  а  и  с ,  проходящие  через  точку  А ,  перпендикулярны  этой  прямой  .  Получено  противоречие  с  теоремой  планиметрии  4.6.  о  единственности  перпендикуляра  к  прямой.  Теорема  доказана.
32.                       Свойство  прямых, перпендикулярных  трёхмерному 
                             пространству.
Теорема Г 6.7.  Две  прямые  ,  перпендикулярные  одному  и  тому же  трёхмерному 

                           пространству,  параллельны.
Доказательство.  Пусть  a  и  b -  данные  прямые ,  перпендикулярные  трёхмерному  пространству  П,  точки  А  и  В -  точки  пересечения  этих  прямых  с  пространством  П. 
    Допустим ,  что  прямые  а  и  b  не  параллельны.  Отметим  в  пространстве  П  точку  С,  не  принадлежащую  прямой  АВ.  Тогда  плоскость  α ,  проходящая  через  эти  три  точки ,  не  лежащие  на  одной  прямой ,   будет  принадлежать  пространству  П ( теорема  Г1.2.). Рассмотрим  трёхмерное  пространство  П1 , проходящее  через  плоскость  α  и  пересекающую  её  прямую  а. В  этом  пространстве  П1  проведём  через  точку  В  прямую  с ,  параллельную  прямой  а .  Параллельные  прямые  а  и  с  лежат  в  одной  плоскости  β .
      Рассмотрим  трёхмерное  пространство  П2 ,  проходящее  через  плоскость  β  и пересекающую  её   прямую  b . В  пространстве  П2  через  точку  В ,  не  лежащую  на  прямой  а ,  проведено  две прямые  b и с ,  параллельные  прямой  а . Это  противоречит  теореме  стереометрии  17.1. Следовательно ,  прямые  а  и  b параллельны .  Теорема  доказана.
33.                         Признак  параллельности  трёхмерных  пространств.

Теорема  Г6.8.     Два  трёхмерных  пространства  параллельны ,  если  они  
                             перпендикулярны     одной  и  той  же  прямой,  пересекающей  их. 
Доказательство.  Пусть  а -  данная  прямая,  пересекающая   трёхмерные  пространства  П1  и  П2  в  точках  А1  и  А2  соответственно  и  перпендикулярная  им.  Если пространства  П1  и  П2  будут  иметь  общую  точку   В,  то  через  точку  В  и  прямую  а,  не  содержащую  точку  В ,  по  теореме  стереометрии  14.1  можно  провести  плоскость  α ,  которая  будет  пересекать  пространства  П1  и  П2    по  прямым  ВА1  и  ВА2.  По  определению  перпендикулярности  трёхмерного  пространства  и  прямой  прямая  а  будет  перпендикулярна  этим  прямым.  Получено  противоречие  с  теоремой  планиметрии  4.6.  Следовательно ,  пространства  общей  точки  не  имеют.  Теорема  доказана.
 34.                     Свойство  перпендикулярных  прямой  и  трёхмерных  пространств.
Теорема  Г6. 9.  Прямая,  перпендикулярная  одному  из  параллельных  трёхмерных

                            пространств , перпендикулярна   и  другому  трёхмерному 
                            пространству.
Доказательство.  Пусть  прямая  а  перпендикулярна  трёхмерному  пространству  П, которое  параллельно  трёхмерному  пространству  П1. Прямая  а ,  пересекающая  пространство  П  в  точке  А ,  пересекает  пространство  П1  в  точке  А1 ( теорема  Г5.8 ).   В  пространстве  П   через  точку  А  проведём  произвольную  плоскость  α  и  на  ней  отметим  произвольную  прямую х ,  проходящую  через  точку  А.,  Пространство  П2 ,  проходящее  через  плоскость  α  и  прямую а , пересекает  трёхмерное  пространство  П1    ( теорема  Г 5.7 ).  Пространство  П2  пересекает  параллельные  пространства  П  и  П1    по  параллельным  плоскостям  ( теорема  Г 5.1 ),  обозначим  их -  α  и  α1. Плоскость  ах  пересекает  плоскость  α1  по  прямой  х1.   Так  как  прямая  а  перпендикулярна  одной  из  параллельных  плоскостей  пространства  П2 , то   она  перпендикулярна  и  другой,  то  есть  прямая  а  перпендикулярна  любой  прямой  плоскости  α1 ,  проходящей  через  точку  А1.  Таким  образом ,  прямая  а  перпендикулярна  любой  прямой   х1, проходящей  через  точку  А1,  пространства  П1 . А  это  значит ,  что  прямая  а  перпендикулярна  пространству  П1.  Теорема  доказана .
 35.                    Перпендикуляр  и  наклонная.
Определение.    Расстоянием  между  точками  пересечения  параллельных  трёхмерных

                          пространств    прямой ,  перпендикулярной  им, называется  расстоянием 

                          между  параллельными  трёхмерными  пространствами.   
Определение.  Перпендикуляром ,  опущенным  из  данной  точки  вне  данного 

                         трёхмерного пространства  на  него ,  называется  отрезок ,  соединяющий 
                         данную  точку  с  точкой  трёхмерного  пространства  и  лежащий     на 
                         прямой,   перпендикулярной   этому  трёхмерному  пространству. 
                         Конец  этого  отрезка ,  лежащий  в  трёхмерном  пространстве,  называется 
                         основанием  перпендикуляра. 
Определение.  Расстоянием  от  точки  вне  трёхмерного  пространства   до  него

                         называется  длина перпендикуляра,  опущенного  из  этой  точки  на
                         трёхмерное пространство.

Определение.  Наклонной ,  проведённой  из  данной  точки   вне  трёхмерного

                         пространства к  данному  трёхмерному   пространству, называется  любой 

                         отрезок,  соединяющий  данную  точку  с  точкой    данного  трёхмерного 

                         пространства  и  не  являющийся  перпендикуляром. 
                         Конец  отрезка ,  лежащий  в  трёхмерном  пространстве ,  называют  
                         основанием   наклонной.

                         Отрезок ,  соединяющий  основания  перпендикуляра  и  наклонной,  

                         проведённых  из  одной  и  той  же  точки ,  называется  проекцией 
                         наклонной  на  трехмерное  пространство.

 36.                   Теорема  о  трёх  перпендикулярах.

                                                                                                                                                  Теорема Г 6.10.   Прямая ,  проведённая  в  трёхмерном   пространстве  через  основание
                           наклонной  к  данному  трёхмерному   пространству   перпендикулярно  
                           её  проекции  на  это  пространство ,  перпендикулярна  и  самой 
                           наклонной.  И  обратно,  если  прямая   трёхмерного  пространства  
                           перпендикулярна  наклонной  к  нему ,  то   она  перпендикулярна  и  
                           проекции  наклонной  на  это  трёхмерное  пространство.
Доказательство.  Пусть  АВ -  перпендикуляр  к   трёхмерному   пространству  П,  АС  -  наклонная  ,  основания  В  и  С  принадлежат  пространству  П,  ВС  -  проекция  на  пространство  П  и  с  -  прямая  пространства  П  ,  проходящая  через  основание  С  наклонной.  Проведём  прямую  СА` ,  перпендикулярную  пространству  П.  Она  перпендикулярна  любой  прямой  пространства  П ,  проходящей  через  точку  С,  то  есть    прямой  с , и  она  параллельна  прямой  АВ ( теорема  Г6.5 ).  Проведём  через  прямые  АВ  и  СА` плоскость  β,  которая  с  пересекающей  её  прямой   с  задают  трёхмерное  пространство  П1  (  теорема  Г2.4 ).  Если  прямая  с  перпендикулярна  прямым  СВ  и  СА`,  принадлежащим  плоскости β ,  то  она  перпендикулярна  и  плоскости  β (теорема  стереометрии  18.2 ) , а значит ,  и  наклонной  АС.

       Аналогично,  если  прямая  с  перпендикулярна  наклонной  СА,  то  она ,  будучи  перпендикулярна  и  прямой  СА` ,  перпендикулярна  плоскости  β (  теорема  стереометрии  18.2 ),  а  значит ,  и  проекции  наклонной  ВС.  Теорема  доказана.    
§ 7.                   Перпендикулярность  плоскости  и  трёхмерного  пространства.

Определение.  Плоскость,  пересекающая  трёхмерное  пространство,  называется  

                         перпендикулярной  к  этому  трёхмерному  пространству ,  если  она 

                         перпендикулярна   любой  плоскости , лежащей  в этом  трёхмерном
                         пространстве  и  проходящей  через  линию  пересечения.    

 37.                   Признак  перпендикулярности  плоскости  и  трёхмерного  
                         пространства.

Теорема Г 7.1.  Если  плоскость  проходит  через  прямую,  перпендикулярную 

                           трёхмерному  пространству ,  то  эта  плоскость  и  трёхмерное 

                           пространство  перпендикулярны. 
Доказательство.  Пусть  а  -  данная  прямая ,  принадлежащая  плоскости  α,  и  перпендикулярная  трёхмерному  пространству  П. Прямая  а  пересекает  пространство  П  в  точке  А,  которая  является  общей  точкой  плоскости  α  и  пространства  П.  По  теореме  Г2.1  плоскость и  пространство  пересекаются  по  прямой  b.  В  пространстве  П  вне  прямой  b  отметим  точку  В. Через  плоскость  α  и  точку  В,  не  принадлежащую  плоскости  α , проведём  трёхмерное  пространство  П1 (  теорема  Г1.1 ).  Пространства  П  и  П1  различны  и  имеют  общую  точку  В,  поэтому  они  имеют  общую  плоскость β 

 ( аксиома  Т2 ).  Так  как  прямая  а  , перпендикулярна  пространству  П,  то   она  перпендикулярна  и  плоскости  β.  Плоскости  α  и  β  перпендикулярны  по  признаку  перпендикулярности  плоскостей  ( теорема 18.6 ).  Плоскость  β  является  произвольной  плоскостью  пространства  П ,  проходящей  через  прямую  b  и  перпендикулярной  плоскости  α.  Следовательно  ,  плоскость  α  перпендикулярна  пространству  П ,  так  как  она  пересекает  пространство  П  и  перпендикулярна  любой  плоскости  этого  пространства,  проходящей  через  линию  пересечения.  Теорема  доказана. 
38.                  Свойство  плоскости ,  перпендикулярной  трёхмерному  
                         пространству.
Теорема Г7.2.   Если  прямая  ,  лежащая  в  плоскости,  перпендикулярной
                           трёхмерному  пространству,  перпендикулярна  их  линии

                           пересечения,  то  она    перпендикулярна  этому  пространству.
Доказательство.  Пусть  прямая  а  принадлежит  плоскости  α ,  которая  перпендикулярна  трёхмерному  пространству  П  и  пересекает  его  по  прямой  b.  Прямые  а  и  b  перпендикулярны  и  пересекаются  в  точке  А. 

      Отметим  в  пространстве   П  произвольную  плоскость  β ,  которая  проходит  через  прямую  b. Плоскости  α   и  β ,  пересекающиеся  по  прямой  b ,  задают  трёхмерное  пространство  П1 ( теорема  Г1.4 )  и  взаимно  перпендикулярны  по  определению  плоскости  перпендикулярной   трёхмерному  пространству.  Прямая  а  ,  лежащая  в  плоскости  α,  перпендикулярна  плоскости  β  ( задача  стереометрии  № 58, §18 ). Следовательно ,  она  перпендикулярна  любой  прямой  плоскости  β ,  проходящей  через  точку  А ,  например  отметим  прямую  с. 

     Отметим  в  пространстве  П  ещё  одну  плоскость  γ ,  проходящую  через  прямую  b  и  отличную  от  плоскости  β.  Аналогично  можно  доказать  ,  что  прямая  а  перпендикулярна  любой  прямой  плоскости  γ,  проходящей  через  точку  А,  например  отметим  прямую  d.
      Прямая  а  перпендикулярна  прямым  b , c , d  пространства  П , пересекающимся  в  точке  А  и  не  лежащим  в  одной  плоскости ,  поэтому  прямая  а  перпендикулярна  пространству  П  (  теорема  Г6.1 ).  Теорема  доказана.

39.                     Построение   плоскости ,  перпендикулярной  трёхмерному
                          пространству.
Теорема Г 7.3.  Через  прямую ,  пересекающую  трёхмерное  пространство  и
                            не   перпендикулярную  ему,  можно  провести  плоскость,
                            перпендикулярную  этому  трёхмерному  пространству ,  и  притом
                            только  одну.
Доказательство.  Пусть а -  данная  прямая  пересекает  пространство  П и  не  перпендикулярна  ему.  Через   произвольную точку  А  прямой  а   проведём  прямую  b,  перпендикулярную  трёхмерному  пространству  П.  Через  прямые  а  и  b  проходит плоскость  α  (аксиома  С2).  Плоскость  α  перпендикулярна  трёхмерному  пространству  П   по  признаку  перпендикулярности  плоскости  и  трёхмерного  пространства. ( теорема Г7.1).

    Докажем,  что  плоскость  α  одна. Допустим  через  прямую  а проходит  другая  плоскость β ,  перпендикулярная  трёхмерному пространству  П . Плоскость  α  пересекает  пространство  П  по  прямой  
[image: image29.wmf]1

а

 ,  плоскость β  пересекает  пространство  П  по  прямой  
[image: image30.wmf]1

b

. В  этих  плоскостях   через произвольную  точку  М  прямой  а проведём  прямые  
[image: image31.wmf]1

т

  и  
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, перпендикулярные  прямым  
[image: image33.wmf]1
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 и  
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b

. По  теореме  Г 7.2.  прямые 
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 и 
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,  проходящие  через  точку  М,    будут  перпендикулярны  пространству  П. Получили  противоречие  с  теоремой   Г 6.6 о  единственности  прямой  ,перпендикулярной  трёхмерному  пространству  и  проходящей  через  точку  вне  этого  пространства. Плоскость  α  единственная.  Теорема  доказана.
§ 8 .    Перпендикулярность  трёхмерных  пространств.  
Определение.    Два  пересекающиеся  трёхмерные  пространства  называются 

                           перпендикулярными.  если  плоскость,  перпендикулярная   этим 
                           трёхмерным  пространствам, пересекает их  по  перпендику  -

                           лярным  прямым. 

40.              Существование   перпендикулярных  трёхмерных  пространств.
Теорема  Г 8.1.    Через  точку  вне  данного  трёхмерного  пространства  можно  
                              построить  другое    трёхмерное  пространство , 
                              перпендикулярное  данному.

Доказательство.  Пусть  точка  А  лежит  вне  трёхмерного  пространства  П1.  Через  точку  А  проведём  прямую  а , перпендикулярную  пространству  П1.        Прямая  а  пересекает  пространство  П1 в  точке  В. 
       Проведём в  пространстве П1  через  точку  В  две взаимно    перпендикулярные   прямые b1 и  b2 .  По  аксиоме  Т3  существует  пространство П,  проходящее  через  прямые  а , b1 и  b2 . 
       В  пространстве   П1  проведём  через  точку  В  прямую  b3 , перпендикулярную  плоскости ,  содержащей  прямые  b1 и  b2 .  По  признаку   перпендикулярности  прямой  и  трёхмерного  пространства  прямая  b3   перпендикулярна  трёхмерному  пространству  П. 
     Проведём   плоскость   α  через  прямые  а и  b3 . Плоскость   α  перпендикулярна  пространствам  П  и  П1   по  признаку  перпендикулярности   плоскости  и  трёхмерного  пространства  ( теорема Г 7.1)  и  пересекает  их  по   перпендикулярным   прямым  а и  b3.
Пространство  П  перпендикулярно  пространству  П1.  Теорема  доказана.
 41.          Признак  перпендикулярности  двух  трёхмерных  пространств.  

Теорема  Г 8.2.  Если  трёхмерное  пространство  проходит  через  прямую,

                            перпендикулярную  другому  трёхмерному  пространству, то  

                            такие  трёхмерные  пространства  перпендикулярны. 
Доказательство. Пусть  пространство  П1  проходит  через  прямую  а1 ,  перпендикулярную  трёхмерному  пространству  П2. Прямая  а1  пересекает  пространство  П2  в  точке  А. Пространства  П1  и  П2  пересекаются  по  плоскости  β,  содержащей  точку  А.  
     В  пространстве  П2  через  точку  А  проведём  прямую  а2  перпендикулярно  плоскости  β.  Прямая  а2  перпендикулярна  прямой  а1  и  двум  прямым  b1 и  b2  плоскости  β,  проходящим  через  точку  А.  Поэтому  прямая  а2  перпендикулярна  пространству П1 ( теорема Г6.1. ).  Плоскость  α,  проходящая  через  прямые  а1  и  а2,  пересекает  трёхмерные  пространства  П1  и  П2  по  этим  прямым   и  перпендикулярна    этим  пространствам. Следовательно  пространства  П1  и  П2  перпендикулярны. Теорема  доказана.

42.           Свойство  перпендикулярных  трёхмерных  пространств.   
Теорема  Г 8.3.    Прямая,  перпендикулярная  одному  из  перпендикулярных 
                              трёхмерных  пространств  и  проходящая  через  общую  точку 

                              этих  пространств,  принадлежит  второму  трёхмерному  
                              пространству.
Доказательство.  .  Пусть  данные  перпендикулярные  трёхмерные  пространства  П1  и  П2  имеют  общую  точку  А.  Прямая  
[image: image37.wmf]1
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  перпендикулярна  пространству  П1  и  проходит  через  точку  А.   Докажем ,  что  прямая  
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  принадлежит  пространству  П2.

    Пусть  прямая  
[image: image39.wmf]1
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  не  принадлежит  пространству  П2 .
    Через  точку  А  проведём  прямую  
[image: image40.wmf]2
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,  перпендикулярную  пространству  П2.  Пересекающиеся  прямые  
[image: image41.wmf]1
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  и   
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  задают  плоскость  α .  Эта  плоскость  перпендикулярна  пространствам  П1 ,  П2  и  пересекает  их  по перпендикулярным  прямым    а1  и  а2.  В  плоскости  α   через  точку  А  проходит  две  прямые 
[image: image43.wmf]1
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 и а2 , перпендикулярные  прямой   а1 . Полученное  противоречие  доказывает  справедливость  теоремы. 
Теорема  Г 8.4.     Два  трёхмерных  пространства   перпендикулярны,  если
                               перпендикулярны  прямые,  перпендикулярные  этим  трёхмерным

                               пространствам. 
Доказательство.  Пусть П1  и  П2  -  данные  трёхмерные  пространства.  Прямая  
[image: image44.wmf]1
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  перпендикулярна  пространству  П1 ,  а  прямая  
[image: image45.wmf]2
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  перпендикулярна  пространству  П2.  Докажем ,  что  пространства  П1  и  П2  перпендикулярны.  
     Через  точку  А – произвольную  точку  гиперпространства ,  не  принадлежащую  пространствам П1  и  П2 , проведём  прямую  
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,  параллельную  прямой 
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,  и  прямую  
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, параллельную  прямой 
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. Из  перпендикулярности  прямых 
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  следует  перпендикулярность  параллельных  им  прямых 
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.  Из  перпендикулярности  прямой  
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  пространству  П1  следует  перпендикулярность прямой  
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   этому  пространству  П1,  а  из  перпендикулярности  прямой  
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  пространству  П2  следует  перпендикулярность  прямой 
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  этому  пространству  П2. 
    Пересекающиеся   в  точке  А  прямые 
[image: image58.wmf]`

1

n

  и  
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  задают  плоскость  α. Через  эту  точку  А  проходит  плоскость  α,  перпендикулярная  пространствам  П1 ,  П2  и  пересекающая  эти  пространства  по  прямым  а1  и  а2  соответственно. Прямые а1  и  а2  перпендикулярны друг  другу.   Пространство  П1 перпендикулярно пространству П2 по  определению. Теорема  доказана.
§  9 .            Декартовы  координаты  и  векторы   в  четырёхмерном  пространстве.

    43.                                    Введение  декартовых  координат  в  четырёхмерном  
                                             пространстве.
      Возьмём  четыре  взаимно  перпендикулярные  прямые  х . у , z ,  m ,  пересекающиеся  в  одной  точке  О.  Проведём  через  каждую  пару  этих  прямых  плоскость, каждую  из  этих  плоскостей  называют  координатной  плоскостью,  прямые  x , y , z , m  называются  координатными  осями  ( или  осями  координат ) ,  точка  их  пересечения  О – началом  координат.  Точка  О  разбивает  каждую  из  осей  координат  на  две  полупрямые  - полуоси.  Условились  одну  из  них  называть  положительной  другую – отрицательной.
     Возьмём  теперь  произвольную  точку  А  и  проведём  через  неё  плоскость ,  параллельную  плоскости   yz .  она  пересекает  ось  х  в  некоторой  точке  Ах.  Координатой  х  точки  А  называют  число , равное  по  абсолютной    величине  длине  отрезка  ОАх  : положительное,  если  точка  Ах  лежит  на  положительной  полуоси х ,  и  отрицательной,  если  она  лежит  на  отрицательной  полуоси.  Если  точка  Ах ,  совпадает  с  точкой  О ,  то  берут  х = 0.  Аналогично  определяются  координаты  y , z , m  точки  А.  Координаты  точки  записывают  в  скобках  рядом  с  буквенным  обозначением  точки :  А (x,y,z,m).
   44.           Расстояние  между  точками .
 Выразим  расстояние  между  двумя  точками  А1 (x1, y1,z1,m1)  и  A2 (x2,y2,z2,m2)  через  координаты  этих  точек.

   Рассмотрим  сначала  случай,  когда  прямая  А1А2  не  параллельна  оси  m. Проведём  через  точки  А1  и  А2  прямые,  параллельные  оси  m.  Они  пересекут    трёхмерное пространство  xyz  в  точках  
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 . Эти  точки  имеют  те  же  координаты  x,  y, z,  что  и  точки  А1,  А2,  а  координата  m  у  них  равна  нулю. Проведём  теперь  плоскость  через  точку  А2 ,  перпендикулярную  оси  m. Она  пересечёт  прямую  
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  в  некоторой  точке  С.  По  теореме  Пифагора                                                   
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Отрезки  СА2  и  
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Длина  отрезка  А1С  равна  
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           Если  отрезок  А1А2  параллелен  оси   m, то  
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.  Тот  же  результат  даёт  и  полученная  формула,  так  как  в  этом  случае  
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Таким  образом,  

Расстояние  между  точками  А1  и  А2  вычисляется  по  формуле
                                     _____________________________________
                    А1А2  =  √ ( x 2 –x1 )² + (y2 – y1)² + (z2 – z1)² + (m2 – m1)²  .
     45.                        Координаты  середины  отрезка.
   Выразим  координаты  x , y , z , m  середины  С  отрезка  А1А2  через  координаты  его  концов  А1 и  А2. Для  этого  проведём  через  точки  А1,  А2  и  С  прямые,  параллельные  оси  m. Они  пересекут  трёхмерное  пространство  xyz  в  точках   
[image: image74.wmf](

)

0

;

;

;

1

1

1

`

1

z

y

x

А

,

[image: image75.wmf](

)

0

;

;

;

2

2

2

`

2

z

y

x

A

 и   
[image: image76.wmf](

)

0

;

;

;

`

z

y

x

C

.  По  теореме  Фалеса  точка  С`  является  серединой  отрезка  
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.  А  мы  знаем ,  что  в  трёхмерном  пространстве  xyz  координаты  середины  отрезка  выражаются  через  координаты  его  концов  по  формулам
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Для  того  чтобы  найти  выражение  для  m ,  достаточно  вместо  пространства  xyz  взять  пространства  xym или  yzm.   При  этом  для   m  получится  аналогичная  формула :

  m = 
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 .  Таким  образом,  координаты  середины  отрезка  вычисляются  по  формулам :               
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      46.                        Преобразование  фигур  в   четырёхмерном   пространстве.

     Понятие  преобразования  для  фигур  в  четырёхмерном  пространстве  определяется  так  же ,  как  и  в  трёхмерном  пространстве. Рассматриваются  преобразования  симметрии  относительно  точки ,  прямой ,  плоскости ,  гомотетия.  Новым  является  преобразование  симметрии  относительно  трёхмерного  пространства.

     47.                                                                  Движение .

Определение.  Движением  называется  преобразование,  при  котором  сохраняются 

                         расстояния  между  точками. 
Теорема.  Преобразования  симметрии  относительно  точки ,  прямой , плоскости , 

                  трёхмерного  пространства  в  четырёхмерном  пространстве  являются

                  движениями.
 СВОЙСТВА.  При  движении  в  четырёхмерном  пространстве  прямые  переходят  в 

                         прямые ,  полупрямые – в  полупрямые,  отрезки -  в  отрезки ,  плоскости 

                         в  плоскости,  трёхмерное  пространство  в  трёхмерное  пространство и 

                         сохраняются  углы  между  полупрямыми;  два  движения ,  выполненные

                         последовательно,  дают  снова  движение ;  преобразование,  обратное 

                         движению,  является  так  же  движением.
Определение.  Две  фигуры  называются  равными ,  если  они  движением  переводятся

                         одна  в  другую. 
      48.                                                                   Параллельный  перенос.
 Определение.  Параллельным  переносом  в   четырёхмерном  пространстве называется 
                          такое  преобразование,  при  котором  произвольная  точка  ( x , y , z , m )
                          фигуры  переходит  в  точку  ( x + a ,  y + b ,  z + c , m + d ) ,  где  a, b, c, d –

                          постоянные.

 Параллельный  перенос  в  четырёхмерном  пространстве  задаются  формулами :

                              x` = x + a ,   y` = y + b ,  z`  = z + c ,  m` =  m  + d ,

выражающими  координаты    x` ,y`, z`, m`  точки ,  в  которую  переходит   точка 

(x, y, z, m)  при  параллельном  переносе.

СВОЙСТВА.  

1. Параллельный  перенос  есть  движение.

2.  При  параллельном  переносе  точки  смещаются   по  параллельным  (  или  совпадающим)  прямым  на  одно  и  то  же  расстояние.

3.  При  параллельном  переносе  каждая  прямая  переходит  в  параллельную  прямую

   (  или  в  себя).

4.  Каковы  бы  ни  были  точки  А и  А`,  существует  единственный  параллельный  перенос ,  при  котором  точка  А  переходит  в  точку  А`.

5.  Два  параллельных  переноса,  выполненные  последовательно,  дают  параллельный  перенос.

6.  Преобразование ,  обратное  параллельному  переносу,  есть  параллельный   перенос.

7.  При  параллельном  переносе  в  четырёхмерном  пространстве  каждая  плоскость  переходит  либо  в  себя,  либо  в  параллельную  ей  плоскость. 

8.  При  параллельном  переносе  в  четырёхмерном  пространстве  каждое  трёхмерное  пространство  переходит  либо  в  себя,  либо  в  параллельное  ему  трёхмерное  пространство.
   49.                                                 Преобразование  подобия.
Определение.  Преобразование  фигуры  F  в  фигуру  F`  называется  преобразованием 

                         подобия,  если  при  этом  преобразовании  расстояния  между  точками 

                         изменяются  в  одно  и  то  же  число  раз. 
Теорема.   Гомотетия  есть  преобразование  подобия.  
Свойства.  Преобразование  гомотетии  в  четырёхмерном   пространстве  переводит 

                  любую  плоскость ,  не  проходящую  через   центр  гомотетии,  в 

                  параллельную   плоскость  или  в  себя. 
                  Преобразование  гомотетии  в  четырёхмерном  пространстве  переводит

                  любое   трёхмерное  пространство,  не  проходящее  через  центр  
                  гомотетии,  в  параллельное  трёхмерное  пространство  или  в  себя. 
    50.                            Угол  между  прямой  и  трёхмерным  пространством.

    В  четырёхмерном  пространстве  сохраняются  определения  углов  между  прямыми,

прямой  и  плоскостью,  плоскостями,  данные  в  стереометрии.

        Определим  понятие  угла  между  прямой  и  трёхмерным  пространством.  Пусть
  П – трехмерное  пространство  и  а  -  пересекающая  её  прямая. Основания  перпендикуляров,  опущенных  из  точек  прямой  а  на  пространство  П,  лежат  на  прямой  а1 . Эта  прямая  называется  проекцией  прямой  а  на трёхмерное пространство П. 

Определение.   Углом  между  прямой  и  трёхмерным  пространством  называется  угол

                           между   этой  прямой  и  её  проекцией  на   трёхмерное  пространство.
    Угол  между  параллельными  прямой  и  трёхмерным  пространством  считается  равным  нулю,  а  угол  между  перпендикулярными  прямой  и  трёхмерным  пространством  -  90˚.  Так  как  прямая  а  и  её  проекция  а1  на  трёхмерное  пространство    П  и  перпендикуляр  к  пространству  П  в  точке  его  пересечения  с  прямой  а  лежат  в  одной  плоскости  ,  то  угол  между  прямой  и  трёхмерным  пространством  дополняет  до  90˚  угол  между    этой  прямой  и  перпендикуляром  к  трёхмерному  пространству.  
51.                                    Угол  между  трёхмерными  пространствами.
       Определим  понятие  угла  между  трёхмерными  пространствами.  Угол  между  параллельными  трёхмерными  пространствами  считается  равным  нулю.

       Пусть  данные  трёхмерные  пространства  пересекаются.  Проведём  плоскость, перпендикулярную  этим  трёхмерных  пространств.  Секущая  плоскость  пересекает  их  по  двум  прямым.  Угол  между  этими  прямыми  называется  углом  между  данными  трёхмерными  пространствами. 

        Определяемый  так  угол  между  трёхмерными  пространствами  не  зависит  от  выбора  секущей  плоскости.

         Пусть  данные  трёхмерные  пространства  П1  и  П2  пересекаются. Через их общую  точку  А  проведём  плоскость  α ,  перпендикулярную  пространствам  П1  и  П2 .  Она  пересечёт  эти  пространства  по  прямым  а1  и  а2. Угол  между  пространствами  П1  и  П2 равен  углу  между  прямыми  прямым  а1  и  а2.
        Возьмём  другую  секущую  плоскость  
[image: image86.wmf]`

a

 ,  перпендикулярную  пространствам   П1  и  П2  и  проходящую  через  их  общую  точку  В. Пусть 
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  -  прямые  пересечения  этой  плоскости  с  пространствами  П1  и  П2 ,проходят  через  точку  В. 
            Выполним  параллельный  перенос ,  при  котором  точка  А  переходит  в  точку  В. 
       Проведём   в  плоскости  α   через  точку  А   прямые  b1  и  b2 ,  перпендикулярные прямым  а1  и  а2. По  свойству  плоскости,  перпендикулярной  трёхмерному  пространству  ( теорема  Г 7.2),  прямые  b1  и  b2 перпендикулярны пространствам  П1  и  П2  соответственно.
       Аналогично, прямые 
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,  проведённые  в  плоскости  
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  через  точку  В  перпендикулярно  прямым  
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  , будут  перпендикулярны  пространствам  П1  и  П2   соответственно.
      По  свойству  прямых, перпендикулярных   трёхмерному  пространству ( теорема Г 6.5),  прямая  b1  параллельна  прямой 
[image: image94.wmf]`
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  и  прямая  b2  параллельна  прямой 
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. Плоскости

α  и  
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 параллельны. При  этом  по  свойству  параллельного  переноса  прямая  b1  переходит  в  прямую  
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,  а  прямая b2  переходит  в  прямую 
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 и   плоскость α переходит  в  плоскость 
[image: image99.wmf]`
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.  

       Это  значит ,  что  углы  между  прямыми  b1  и b2,  
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 равны. 

       В  плоскости  α  углы  между  прямыми  b1  и b2,  а1  и  а2  равны,  так  как  прямые а1  и b1, а2  и   b2 взаимно  перпендикулярны. 

       Аналогично  в  плоскости  
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a

 углы  между  прямыми   
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  равны.

Следовательно  углы  между  прямыми   а1  и  а2 , 
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   равны,  что  и  требовалось  доказать.

Определение.  Углом  между   двумя  трёхмерными  пространствами  называется  угол 

                         между  прямыми  пересечения  этих  пространств  с  плоскостью, 

                         перпендикулярной  данным  трёхмерным  пространствам .

 Свойства.

                    Углу  между  трёхмерными  пространствами  равен  угол  между
                    прямыми,  перпендикулярными  данным  трёхмерным  пространствам.
          Пусть  данные  трёхмерные  пространства  П1  и  П2   пересекаются ,  имеют  общую  точку  А.  Скрещивающиеся  прямые  п1  и  п2  перпендикулярны  трёхмерным  пространствам   П1  и  П2 . Угол  между  этими  скрещивающимися  прямыми  равен  углу  между  пересекающимися  прямыми  b1 и   b2  ,  которые  параллельны  данным  скрещивающимся  прямым  и  проходят  через  общую точку   пространств   П1  и  П2.   

параллельна  прямой  ма Г 6.5.трёхмерного  пространства ( теорема Г 6.5.)

















































   Через  точку  А  проведены  прямые  b1 и   b2  ,  перпендикулярные  пространствам  П1  и  П2  соответственно.  Прямые b1 и   b2   лежат  в  одной  плоскости  α,  которая  пересекает  пространства  П1  и  П2  по  прямым а1  и  а2  соответственно.  По  признаку  перпендикулярности  плоскости  и  трёхмерного  пространства  плоскость  α  перпендикулярна  каждому  из  пространств  П1  и  П2.  Угол  между  этими  прямыми а1  и  а2 является  углом  между  трёхмерными  пространствами.  Прямая  b1 перпендикулярна  прямой  а1  ,  а  прямая  b2 перпендикулярна   прямой  а2,  поэтому  углы  между прямыми  а1  и  а2,  b1   и   b2  равны.

        А  это  значит .  что  углы  между  прямыми  п1  и  п2  , а1  и  а2   равны,  что  и  требовалось  доказать.  
52.                                   Угол  между  плоскостью  и  трёхмерным  пространством.
    Определим  понятие  угла  между  плоскостью  и  трёхмерным  пространством. Угол

между  параллельными  трёхмерным  пространством  и  плоскостью  считается  равным  нулю.

      Пусть  данная  плоскость  и  данное  трёхмерное  пространство пересекаются .  Проведём  плоскость,  перпендикулярную  линии  пересечения  данной  плоскости  и  трёхмерного  пространства. Она  пересекает  их  по    двум  прямым. Угол  между  этими  прямыми  называют  углом  между  плоскостью  и  трёхмерным  пространством.
     Определяемый  так  угол  между  плоскостью  и  трёхмерным  пространством  не  зависит  от  выбора  секущей  плоскости.

      Пусть  данная  плоскость α  и  трёхмерное  пространство  П  имеют  общую  точку А  и пересекаются  по  прямой  а. Проведём  через  точку  А  плоскость  β, перпендику - лярную прямой а. Она  пересечёт  плоскость α  и  пространство  П  по  прямым  b1  и  b2.  Угол   между  плоскостью α  и  трёхмерным  пространством  П  равен  углу  между  прямыми  b1  и  b2.

         Возьмём  другую  секущую  плоскость  
[image: image109.wmf]`

b

,  перпендикулярную  прямой  а. Пусть 
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 - прямые  пересечения  этой  плоскости  с  плоскостью  α  и  трёхмерным  пространством  П  соответственно.

               Выполним  параллельный  перенос,  при  котором  точка  пересечения  прямой  а  и  плоскости  β  переходит  в  точку  пересечения  прямой  а  с  плоскостью  
[image: image112.wmf]`
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. При  этом  по  свойству  параллельного  переноса  прямая  b1  переходит  в  прямую  
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 b2  -  в  прямую 
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                   Это  значит,  что  углы  между  прямыми   b1  и  b2,  
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 равны,  что  и  требовалось  доказать.   
Определение. Углом  между  плоскостью  и  трёхмерным  пространством  называется  угол

                        между  прямыми  пересечения  плоскости  и  трёхмерного  пространства  с 

                        плоскостью,  перпендикулярной  линии  пересечения  данной плоскости  и 
                        трёхмерного  пространства.

СВОЙСТВА. 

                       Углу  между  плоскостью  и  трёхмерным  пространством  равен  угол 

                       между  прямыми,  перпендикулярными  данным  плоскости  и 
                       трёхмерному  пространству. 
       Пусть  прямые   
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,  перпендикулярные плоскости α  и  трёхмерному  пространству  П ,  являются  скрещивающимися. Угол  между  этими  скрещивающимися  прямыми  равен  углу  между  пересекающимися  прямыми а1  и  а2 ,  которые  параллельны  данным  скрещивающимся  прямым  и  проходят  через  точку  пересечения плоскости  α  и  трёхмерного  пространства  П.   

      Пусть  данная  плоскость α  и  трёхмерное  пространство  П  имеют  общую  точку А  и

пересекаются  по  прямой  а.  Через  точку  А  проходят   прямые  а1  и  а2  перпендику -  лярно  плоскости  α  и  пространству  П  соответственно.  Прямые а1  и  а2  лежат  в  одной  плоскости  β,  которая  пересекает  плоскость α  и  пространство  П  по  прямым  b1 и b2 соответственно.  Плоскость  β  перпендикулярна  прямой  а ,  поэтому  угол  между  прямыми  b1 и b2  задаёт  угол  между плоскостью  α  и  пространством  П. Углы (а1а2)  и  (b1b2)  равны  между  собой  ,  так  как  их  стороны  взаимно  перпендикулярны.
     Итак,  угол  между   прямыми  
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 равен  углу  между плоскостью  α  и  пространством  П.
53.                           Угол  между  скрещивающимися  плоскостями.
          Определим  понятие  угла  между  скрещивающимися  плоскостями.

     Проведём  параллельно  данным  скрещивающимся  плоскостям  через  произвольную  точку  гиперпространства  две  пересекающиеся  плоскости.  . Угол  между  этими  пересекающимися  плоскостями   называют  углом  между  скрещивающимися  плоскостями.

     Определяемый  так  угол   между  скрещивающимися  плоскостями   не  зависит  от  выбора  пересекающихся  плоскостей.                                              
     Пусть  
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 скрещивающиеся  плоскости. Точка  А  лежит  вне  этих  плоскостей.  Через   точку  А  проведём  плоскость  
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  параллельно  плоскости  
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  и  плоскость  
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  параллельно  плоскости 
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.  Плоскости  
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 пересекаются  по  прямой  b . .  Угол  между  плоскостями  
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  равен  углу  между  пересекающимися  плоскостями  
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.
     Возьмём  другую  точку  В  вне  этих  плоскостей.  Через  точку  В  проведём   плоскость 
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  параллельно  плоскости  
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  и   плоскость  
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 параллельно  плоскости 
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  пересекаются  по  прямой  
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 параллельны         ( или  совпадают)  и  плоскости 
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    Выполним  параллельный  перенос,  при  котором  точка  А  переходит  в  точку  В.  Так  как  при  параллельном  переносе каждая  плоскость  переходит  либо  в  себя  ,  либо  в  параллельную  плоскость,  то  указанный  параллельный  перенос  переводит  плоскость 
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.  Так  как  параллельный  перенос  сохраняет  величину  угла,  то  угол  между  плоскостями  
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 равен  углу  между плоскостями  
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,  что  и  требовалось  доказать.  

54.                                          Ортогональная  проекция  на  трёхмерное  пространство.

Определение.  Ортогональной  проекцией  фигуры  (гипертела)  на  трёхмерное 

                         пространство  называется  её  параллельная  проекция  в  направлении,  

                         перпендикулярном   этому  трёхмерному  пространству. 

   55.                                             Векторы  в  четырёхмерном  пространстве.

     В  гиперпространстве,  как  и  в  трёхмерном  пространстве ,  вектором  называется  направленный  отрезок. Так  же  определяются  основные  понятия  для  векторов :  абсолютная  величина  для  вектора,  направление  вектора,  равенство  векторов.
 Определение.   Координатами  вектора  с  началом  в  точке  А1(x1,y1,z1,m1)  и  концом
                          в  точке   А2(x2,y2,z2,m2)  называются  числа  x2-x1,  y2-y1,  z2-z1,  m2-m1.   
Теорема.  Равные  векторы  имеют  соответственно  равные  координаты,  и 
                  обратно,  векторы  с  соответственно  равными  координатами  равны.

 Эта  теорема  даёт  основание  для  обозначения  вектора  его  координатами :

     __                                            _________
     а  (а1,а2,а3,а4)  или  просто  (а1,а2,а3,а4 )
   Так  же  как  и  в  стереометрии  ,  определяются  действия  над  векторами :  сложение, умножение  на  число  и  скалярное  произведение.

Определение.    Суммой  векторов 
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          Также  справедливо  векторное  равенство  
[image: image155.wmf]С

А

С

В

В

А

=

+

.
Определение.  Произведением  вектора  
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  на  число  
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  называется  вектор
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    Так  же  как  и  в  стереометрии,  доказывается ,  что  абсолютная  величина  вектора 
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| ,  а  направление  совпадает  с  направлением  вектора  
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> 0,  и  противоположное  направлению  вектора  
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Определение.  Скалярным  произведением  векторов  
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  называется  число  
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    Буквально  так  же  как  и  на  плоскости  доказывается ,  что  скалярное  произведение  векторов  равно  произведению  их  абсолютных  величин  на  косинус  угла  между  векторами.

    Подобно  тому  как  для  векторов  в  трёхмерном  пространстве,  в  гиперпространстве  имеет  место  разложение 
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 где  
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 -  единичные  векторы,  имеющие  направления  координатных  осей.
   56.                            Уравнение  трёхмерного  пространства.

                                                                                                                                     __
  Пусть  А0 ( x0,y0,z0,m0 ) - какая –нибудь  точка  трёхмерного  пространства  и  n(a,b,c,d) - 
вектор,  перпендикулярный  данному  трёхмерному  пространству,  пусть  А(x,y,z,m) -  произвольная  точка  этого  трёхмерного  пространства,  отличная  от  А0.  

                 ____     __
Векторы А0А и  n  перпендикулярны.  Поэтому   их  скалярное  произведение  равно  нулю.
      Получим  уравнение :      
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     Обратно,  если  точка  А( x, y, z, m )  удовлетворяет  этому  уравнению,  то  
                                           ___     __
                                           A0A ·  n  =  0.

   А  значит,  точка  А  принадлежит  этому  трёхмерному  пространству.

Таким  образом  ,  уравнение  (*)  есть  уравнение  трёхмерного  пространства.

Коэффициенты  a, b, c, d  в  уравнении  трёхмерного  пространства

                             ax +  by + cz +  dm +  f  =  0

являются  координатами  вектора  ,  перпендикулярного  трёхмерному  пространству.
    Любая  плоскость  полностью  определяется ,  если  заданы  два  трёхмерных  пространства  ,  проходящие  через  эту  плоскость.  Отсюда  следует,  что  любая  плоскость  в  пространстве  задаётся  двумя  линейными  уравнениями  -  уравнениями

двух  трёхмерных  пространств ,  проходящих  через  эту  плоскость :

                           a1x + a2y + a3z + a4m + a5  =  0 ,

                           b1x + b2y + b3z + b4m + b5  =  0 .

Точка   ( x, y, z, m ) ,  удовлетворяющая  этим  двум  уравнениям,  принадлежит  каждому  из   этих  двух  трёхмерных  пространств,  а  значит ,  принадлежит  плоскости.  Обратно,  координаты  каждой  точки  плоскости  удовлетворяют  обоим  уравнениям ,  так  как  точка  принадлежит  каждому  из  двух  трёхмерных  пространств.
§ 10.    Гипермногогранники.    

57.                   Гиперпризма  и  её  виды.  
Определение.  Гиперпризмой  называется  гипермногогранник ,  который  состоит  из
                         двух  трёхмерных  многогранников ,  лежащих  в  параллельных  

                         трёхмерных  пространствах ,  совмещаемых  параллельным  переносом,  и

                         всех  отрезков  ,  соединяющих  соответствующие  точки  этих 

                         многогранников.

   Отрезки  ,  соединяющие  соответствующие  вершины  многогранников ,  называются  боковыми  рёбрами  гиперпризмы ,  вершины  многогранников  - вершинами  гиперпризмы,  многогранники  -  основаниями  гиперпризмы ; призмы ,  содержащие соответствующие  грани  оснований ,  совмещаемых  данным  параллельным  переносом,  называют  боковыми.  
                         Так  как  параллельный  перенос  есть  движение,  то
 основания  гиперпризмы  равны. 
                         Так  как  при  параллельном  переносе  точки  смещаются  по  параллельным  ( или  совпадающим )  прямым  на  одно  и  то  же  расстояние ,  то
  у  гиперпризмы  боковые  рёбра  параллельны  и  равны.
        Гиперповерхность   гиперпризмы - граница  гиперпризмы  трёхмерна ,  конечна  и  замкнута.  Она  состоит  из  двух  трёхмерных  многогранников  - оснований  гиперпризмы,  и  трёхмерных   боковых  призм .

       Высотой  призмы  называется  расстояние  между  параллельными  трёхмерными  пространствами,  содержащими  основания  гиперпризмы.  Отрезок ,  соединяющий  две  
вершины,  не  принадлежащие  одному  трёхмерному  многограннику  ,  называется  диагональю  гиперпризмы.  Диагональным  сечением  гиперпризмы  называется  сечение  плоскостью,  которая  проходит  через  два  боковых  ребра ,  не  принадлежащих  одной  боковой  трёхмерной  призме.

58.  Прямая  гиперпризма.
             Гиперпризма  называется  прямой ,  если  её  боковые  рёбра  перпендикулярны  трёхмерным  пространствам ,  содержащим  основания  гиперпризмы.  В  противном  случае  гиперпризма  называется  наклонной.  Прямая  гиперпризма  называется  правильной ,  если  её  основания  являются  правильными  трёхмерными  многогранниками.
             Объёмной  боковой  гиперповерхностью  гиперпризмы называется сумма  объёмов  боковых  трёхмерных  призм.  Полная  гиперповерхность  гиперпризмы (  точнее,  объём  полной гиперповерхности  гиперпризмы )   равна  сумме  объёмов  боковой  гиперповерхности  и  объёмов  оснований.

Теорема  10.1     Боковая  гиперповерхность  прямой  гиперпризмы  равна 
                            произведению  полной  поверхности    основания   на  высоту 
                            гиперпризмы ,  то  есть  на  длину бокового  ребра гиперпризмы.
Доказательство.  Боковая  гиперповерхность   прямой  гиперпризмы  состоит  из  прямых  призм.  Основания  этих  прямых  призм  являются  гранями  многогранника ,  лежащего  в  основании  гиперпризмы ,  а  высоты  равны   длине  боковых  рёбер  гиперпризмы.
Отсюда  следует ,  что  объём  боковой  гиперповерхности  гиперпризмы  равен

                           V  =  S1  l  +  S 2  l   +  S3  l  +  …  +  Sn  l   =   Sп . п. l ,
где  S 1 , S2 , S3 , … , Sn  - площади  граней   основания  гиперпризмы,  l  -  длина  боковых  рёбер  гиперпризмы,   Sп.п.  -  площадь  полной  поверхности  основания  гиперпризмы. Теорема  доказана.
 59.    Виды  гиперпризм.
  Пирамидопризма -  это  гиперпризма ,  в  основании  которой  лежит  пирамида.  Если  в  основании  лежит  тетраэдр ,  то  пирамидопризма  называется  тетраэдропризма. Если  тераэдропризма  прямая ,  а  тетраэдр  правильный ,  то  её  называют  правильной  тететраэдропризмой. 
  Призматопризма  -  это  гиперпризма ,  в  основании  которой  лежит  призма.  Если  в  основании  лежит  треугольная  призма ,  то  призматопризму  называют  треугольной.   
 Параллелепипедопризма  -  это  гиперпризма ,  в  основании  которой  лежит  параллелепипед.  Параллелепипедопризму  назовём  гиперпараллелепипедом. Прямую  параллелепипедопризму  называют  прямоугольной ,  если  в   её  основании  лежит  прямоугольный  параллелепипед. Прямую  прямоугольную  параллелепипедопризму  назовём  прямоугольным  гиперпараллелепипедом.  Длины  непараллельных  ребер  называются  линейными  размерами  прямоугольного  гиперпараллелепипеда.  У прямоугольного  гиперпараллелепипеда  четыре  линейных  размера.    Кубопризмой  называют  гиперпризму,  в  основании  которой  лежит  куб. Если  кубопризма  прямая ,  то  её  называют  прямоугольной  кубопризмой.  Прямоугольная  кубопризма  является  правильной  гиперпризмой.  Прямоугольную  кубопризму ,  у  которой  все  рёбра  равны  называют  гиперкубом.

    Октаэдропризма  -  это  гиперпризма ,  в  основании  которой  лежит  октаэдр. Если  октаэдропризма  прямая ,  то  она  является  правильной.

     Додекаэдропризма  -  это  гиперпризма ,  в  основании  которой  лежит  додекаэдр. Если  додекаэдропризма  прямая ,  то  она  является  правильной.

     Икосаэдропризма  -  это  гиперпризма ,  в  основании  которой  лежит  икосаэдр.  Если  икосаэдропризма  прямая,  то  она  является  правильной.

 60.           Гиперпараллелепипед.
                Параллелепипедопризма  -  это  гиперпризма ,  в  основании  которой  лежит  параллелепипед.  Параллелепипедопризму  назовём  гиперпараллелепипедом. Прямую  параллелепипедопризму  называют  прямоугольной ,  если  в   её  основании  лежит  прямоугольный  параллелепипед.
                        Параллелепипеды  гиперповерхности  гиперпараллелепипеда ,  не  имеющие 
                        общих  вершин ,  называются  противолежащими.
Теорема  Г10. 2.  У  гиперпараллелепипеда   противолежащие   боковые 

                              параллелепипеды  равны  и  лежат  в  параллельных  трёхмерных  

                              пространствах.  

Доказательство.  
    Противолежащие  боковые  параллелепипеды  содержат  три  ребра ,  исходящие  из  соседних  вершин  грани  основания  гиперпараллелепипеда  и принадлежащие  трём  проходящим  через  одну  точку  прямым  и  не  лежащим  в  одной  плоскости,  поэтому  они  задают  трехмерные  пространства ( аксиома Т 3 ).    По  признаку  параллельности  трёхмерных  пространств  ( теорема  Г5.5. )  эти  трёхмерные  пространства  параллельны.
     Противолежащие  боковые  параллелепипеды  можно  совместить  параллельным  переносом .  Следовательно  они  равны.  Теорема  доказана.
61.                    Центральная  симметрия  гиперпараллелепипеда.

Теорема  Г 10.3.  Диагонали  гиперпараллелепипеда   пересекаются  в  одной  точке  и 

                            точкой  пересечения  делятся  пополам.
Доказательство.  Выберем  последовательность  рассмотрения   параллелепипедов ,  содержащих  диагонали  гиперпараллелепипеда ,  так ,  чтобы  одна  из  диагоналей  была  общей.   А  диагонали   параллелепипеда  пересекаются  и  точкой  пересечения  делятся  пополам.  Поэтому  все    диагонали  гиперпараллелепипеда  пересекаются  и  точкой  пересечения  делятся  пополам.  Теорема  доказана. 
    Из  теоремы  Г 10.3  следует ,  что  точка  пересечения  диагоналей  гиперпараллелепипеда  является  его  центром  симметрии.
62.                    Прямоугольный  гиперпараллелепипед.

        Прямую  прямоугольную  параллелепипедопризму  назовают  прямоугольным  гиперпараллелепипедом.  Длины  непараллельных  ребер  называются  линейными  размерами  прямоугольного  гиперпараллелепипеда.  У прямоугольного  гиперпараллелепипеда  четыре  линейных  размера.   
Теорема  Г10.4.  Квадрат  диагонали  прямоугольного  гиперпараллелепипеда  равен 
                             сумме  квадратов  четырёх  его  линейных  размеров.
         Доказательство. 
        Каждая  диагональ  прямоугольного  гиперпараллелепипеда  является  гипотенузой  прямоугольного  треугольника ,  катетами  которого  являются  диагональ  основания  и  боковое  ребро  прямоугольного  гиперпараллелепипеда.  Квадрат  диагонали  основания  прямоугольного  гиперпараллелепипеда  равен  сумме  квадратов  трёх  линейных  размеров  прямоугольного  параллелепипеда (  теорема  стереометрии  20.4 ) Боковое  ребро  не  параллельно  рёбрам  основания ,  поэтому  его  длина  является  четвёртым  линейным  размером.  Применив  теорему  Пифагора для  выбранного  прямоугольного  треугольника  и  заменив  квадрат  диагонали  основания  на  сумму   квадратов  трёх  линейных  размеров ,  получим   сумму  квадратов  четырёх  линейных  размеров.   Теорема  доказана.
63.                  Симметрии  прямоугольного  гиперпараллелепипеда.
          У  прямоугольного  гиперпараллелепипеда ,  как  и  у  всякого  гиперпараллелепипеда  есть  центр  симметрии  -  точка  пересечения  его  диагоналей.

У  него  есть  также   четыре плоскости  симметрии ,  проходящие  через  центр  симметрии    параллельно  граням.  Каждая  плоскость  симметрии  проходит  через  середины  восьми  параллельных  рёбер  гиперпараллелепипеда.  Концы  рёбер  являются  симметричными  точками.
           Если  у  прямоугольного  гиперпараллелепипеда  все    линейные  размеры  разные,   то  у  него  нет  других  плоскостей  симметрии,  кроме  названных.

 64.                Гиперпирамида  и  её  виды.  
Определение.  Гиперпирамидой  называется  гипермногогранник,  который  состоит  

                         многогранника  -  основания  гиперпирамиды  и  точки  - вершины  

                         гиперпирамиды  ,находящейся  вне  трёхмерного  пространства ,

                         содержащего  данный  многогранник,  и  всех  отрезков  соединяющих  

                         данную  точку  с  точками  многогранника.
Отрезки ,  соединяющие вершину  гиперпирамиды  с  вершинами  основания ,  называются  боковыми  рёбрами. Гиперповерхность  гиперпирамиды -  граница  гиперпирамиды  трёхмерна  ,  конечна  и  замкнута. Она  состоит  из  многогранника,  лежащего  в  основании,  и  боковых  пирамид  ,  одной  из  вершин  которых    является  вершина  гиперпирамиды,  а  основаниями  -  грани  многогранника,  являющегося  основанием  гиперпирамиды.   Высотой  гиперпирамиды  называется  перпендикуляр,  опущенный  из  вершины  пирамиды  на  трёхмерное  пространство ,  содержащее  многогранник,  лежащий  в  основании  гиперпирамиды.

65.               Правильная  гиперпирамида.
     Гиперпирамида  называется  правильной ,  если  её  основанием  является  правильный  многогранник  и  основание  высоты  совпадает  с  точкой  пересечения  плоскостей  симметрии  многогранника  ,  являющегося  основанием  гиперпирамиды.  То  есть  основание  высоты   совпадает  с   центром  симметрии  многогранника  основания  гиперпирамиды ,  а если  в  основании  гиперпирамиды  лежит  правильный  тетраэдр ,  то   
с  точкой  пересечения  его  высот. Очевидно , у  правильной  гиперпирамиды  боковые  рёбра  равны,  боковые  пирамиды  являются  правильными  пирамидами  и  равными  между  собой.  Высота  боковой  пирамиды ,  проведённая  из  вершины правильной гиперпирамиды  ,  называется  апофемой  правильной  гиперпирамиды.  Апофемы  правильной  гиперпирамиды  равны.
    Боковой  гиперповерхностью  гиперпирамиды  (  точнее, объёмом  боковой  гиперповерхности  гиперпирамиды )  называеся  сумма  объёмов   трёхмерных  боковых пирамид  границы  гиперпирамиды. Полной  гиперповерхностью  гиперпирамиды  называется  сумма  объёма  боковой  гиперповерхности   и  объёма  основания  гиперпирамиды. 
Теорема  Г10.5.  Объём  боковой  гиперповерхности  правильной  гиперпирамиды 
                             равен  одной  трети  произведения    площади   поверхности
                             её  основания  на  апофему.
Доказательство. Так  как  боковая  гиперповерхность  правильной   гиперпирамиды   состоит  из   равных  правильных  пирамид.  Если  S  -  площадь  одной  грани  правильного  многогранника ,  лежащего  в основании  гиперпирамиды ,  n  -  число  граней  этого  правильного  многогранника ,  h  -  высота  боковой  пирамиды ,  V бок.  -  объём  боковой  пирамиды ,  то  объём  боковой  гиперповерхности    
                                 V  =  V бок.  ·  n  =  
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 ·  S осн. ·  h ,  
 где   S осн.   -  площадь  полной  поверхности  правильного  многогранника ,  лежащего  в  основании  правильной  гиперпирамиды.  Теорема  доказана.
66.                        Усечённая  гиперпирамида.

Теорема  Г 10.6.  Трёхмерное  пространство ,пересекающее  гиперпирамиду  и 

                             параллельное  трехмерному  пространству,  содержащему  её 
                             основание,   отсекает  подобную  гиперпирамиду.
Доказательство.  Пусть  М -  вершина  гиперпирамиды ,  А  -  вершина  основания  гиперпирамиды ,  А1  -  точка  пересечения  бокового  ребра  МА  гиперпирамиды  и  секущего  трёхмерного  пространства ,  параллельного  трёхмерному  пространству  основания .  Подвергнем  гиперпирамиду  преобразованию  гомотетия  относительно  вершины  М  с  коэффициентом  гомотетии  
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 При  этой  гомотетии  трёхмерное  пространство  основания  переходит  в  параллельное  трёхмерное  пространство,  проходящее  через  точку  А1 ,  то  есть  в  секущее  трёхмерное  пространство ,  а  следовательно ,  вся  гиперпирамида  -  в  отсекаемую  этим  трёхмерным  пространством  часть.  Так  как  гомотетия  есть  преобразование  подобия ,  то  отсекаемая  часть  гиперпирамиды  является  гиперпирамидой ,  подобной  данной.  Теорема  доказана.

                По  теореме  Г 10.6  трёхмерное  пространство  ,  параллельное  трёхмерному  пространству основания  гиперпирамиды  и  пересекающее  её  ,  отсекает  от  неё  подобную  гиперпирамиду.  Другая  часть  представляет  собой  гипермногогранник,  который  называют  усеченной  гиперпирамидой.  Многогранники усеченной  гиперпирамиды,  лежащие  в  параллельных  трёхмерных  пространствах  П  и  П1,  называются  основаниями  гиперпирамиды;  остальные  многогранники  гиперповерхности

называются  боковыми  многогранниками.  Основания  усечённой  гиперпирамиды  представляют  собой  подобные  ( более  того,  гомотетичные ) многогранники ,  боковые  многогранники – усечённые  пирамиды. Усечённая  гиперпирамида ,  полученная  из  правильной  гиперпирамиды ,  также  называется  правильной.  Боковые  многогранники  правильной  усечённой  гиперпирамиды  равные  правильные  усечённые  пирамиды;  их  высоты  называются  апофемами  правильной  гиперпирамиды.
 Теорема  10.7.  Объём  боковой  гиперповерхности  правильной  усеченной 
                           гиперпирамиды  равен        
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                          где    n  - количество  граней  основания,  h  -  её  апофема,  Q1 и   Q2  - 
                          площади  оснований  боковой  усечённой  пирамиды.
    Доказательство.  
Боковая  гиперповерхность  правильной  усечённой  гиперпирамиды состоит  из  равных  правильных  усечённых  пирамид ,  число  которых   n   равно  количеству  граней  правильного  многогранника ,  лежащего  в  основании  правильной  усечённой  гиперпирамиды.  Из  стереометрии  известно ,  что  объём  одной  усечённой  пирамиды  равен                       
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где h  - высота  правильной  усечённой  пирамиды ,  Q1  и  Q2  -  площади  её  оснований.  Учитывая,  что  Vбок.  =  V· n ,  и   заменив  V   по  формуле  ( * ),  получим  искомый  результат.  Теорема  доказана.
67.               Виды  гиперпирамид.

   Тетраэдропирамида  -  это  гиперпирамида ,   основанием  которой  является  тетраэдр.

Если  основанием   правильной  гиперпирамиды  служит  правильный  тетраэдр ,  то  она  является  правильной  тетраэдропирамидой. Если  у  правильной  тетраэдропирамиды  все  рёбра  равны,  то  её  называют  правильным  гипертетраэдром.
   Призматопирамида  -  это  гиперпирамида ,  основанием  которой  является призма.
   Параллелепипедопирамида  -  это  гиперпирамида ,  основанием  которой  является  параллелепипед. 
   Кубопирамида – это  гиперпирамида ,  основанием  которой  является  куб. Кубопирамида  является  правильной,  если  основание  высоты , проведённой  из  вершины кубопирамиды ,  совпадает  с  центром  симметрии  куба.          

    Октаэдропирамида  -  это  гиперпирамида ,  основанием  которой  является  октаэдр.

Октаэдропирамида  называется  правильной ,  если  основание  высоты ,  проведённой  из  вершины   октаэдропирамиды ,  совпадает  с  центром  симметрии  октаэдра.  
   Додекаэдропирамида  -  это  гиперпирамида ,  основанием  которой  является  додекаэдр.

Додекаэдропирамида  называется  правильной ,  если  основание  высоты ,  проведённой   из  вершины  додекаэдропирамиды ,  совпадает  с  центром  симметрии  додекаэдра.

   Икосаэдропирамида -  это  гиперпирамида ,  основанием  которой  является  икосаэдр.
Икосаэдропирамида  называется  правильной ,  если  основание  высоты ,  проведённой  из  вершины  икосаэдропирамиды ,  совпадает  с  центром  симметрии  икосаэдра.   
68 .           Правильные  гипермногогранники.

  Выпуклый  гипермногогранник  называется  правильным , если  многогранники  его  гиперповерхности  являются  равными  правильными  многогранниками  и  в  каждой  вершине  сходится  одно  и  тоже  число  рёбер.
                 Правильный  гипертетраэдр.

   У  правильного  гипертетраэдра    объёмные  грани – правильные  тетраэдры ,  грани – правильные  треугольники ;  в  каждой  вершине  сходится  по  четыре  ребра.  Правильный  гипертетраэдр  представляет  из  себя  правильную  тераэдропирамиду ,  у  которой  все  рёбра  равны. 

       Вершин  - 5,  рёбер  6 + 4 = 10,  граней  4 + 6 = 10 ,  объёмных  граней   1 + 4 = 5.  Справедлива  формула  (  аналог  формулы  Эйлера   В  -  Р  +  Г  =  2  для  трёхмерных  выпуклых  многогранников ) :  В  -  Р  +  Г  =   ГП .   ( * )
                  Гиперкуб. 
      У  гиперкуба  все  объёмные  грани  -  кубы,  грани – квадраты ;   в  каждой  вершине  сходится  по  четыре  ребра.  Гиперкуб  представляет  из  себя  прямоугольный  гиперпараллелепипед  ,  все  рёбра  которого  равны. 
       У  гиперкуба  вершин   8 + 8 = 16 ,  рёбер  12 + 12 + 8 = 32 ,  граней  24 ,  объёмных  граней  1 + 6 + 1 = 8.
Проверим  формулу  ( * )  :   16  -  32  +  24   =  8.  Равенство  верное.
 § 11.                   Гипертела ,  полученные  из  тел  вращения.
69.     Гиперцилиндр. 
Определение. Гиперцилиндром  называется  четырёхмерное  тело ,  которое  состоит  из

                         двух  тел  вращения,  лежащих  в  параллельных  трёхмерных 

                        пространствах  и  совмещаемых  параллельным  переносом,  и  всех 

                        отрезков,  соединяющих   соответствующие  точки  этих  тел  вращения . 
Тела  вращения  называют  основаниями  гиперцилиндра ,  а  отрезки ,  соединяющие  соответствующие  точки  поверхностей   оснований  гиперцилиндра , - образующими  гиперцилиндра. 
               Так  как  параллельный  перенос  есть  движение , то

                основания  гиперцилиндра  равны .

                Так  как  при  параллельном  переносе  трёхмерное  пространство  переходит  в  параллельное  трёхмерное  пространство ( или  в  себя ) ,  то  

                 у  гиперцилиндра  основания  лежат  в  параллельных  трёхмерных  
                 пространствах. 

                Так  как  при  параллельном  переносе  точки  смещаются  по  параллельным        ( или  совпадающим )  прямым  на  одно  и  то  же  расстояние,  то  
                у  гиперцилиндра    образующие  параллельны  и  равны.

Гиперповерхность  гиперцилиндра  состоит  из  оснований  и  боковой  гиперповерхности.

Боковая  гиперповерхность  составлена  из  образующих. 

        Гиперцилиндр  называется  прямым ,  если  его  образующие  перпендикулярны   параллельным   трёхмерным  пространствам ,  содержащим  основания .
   Рассмотрим  три  вида  гиперцилиндров :  цилиндроцилиндр ,  конусоцилиндр ,  шароцилиндр.

70.                  Цилиндроцилиндр.
Определение. Цилиндроцилиндром  называется  четырёхмерное  тело ,  которое  состоит
                        из двух   цилиндров ,  лежащих  в  параллельных  трёхмерных 
                        пространствах   и  совмещаемых  параллельным  переносом,  и  всех 
                        отрезков,    соединяющих  соответствующие  точки  этих  цилиндров.  

Цилиндры  называются  основаниями  цилиндроцилиндра ,   а  отрезки ,  соединяющие соответствующие  точки  оснований  цилиндров  и  цилиндрических  поверхностей ,  - образующими цилиндроцилиндра.  
               Так  как  параллельный  перенос  есть  движение , то
               основания  цилиндроцилиндра  равны .

                Так  как  при  параллельном  переносе  трёхмерное  пространство  переходит  в  параллельное  трёхмерное  пространство ( или  в  себя ) ,  то  

                у  цилиндроцилиндра  основания  лежат  в  параллельных  трёхмерных 
                пространствах. 

             Так  как  при  параллельном  переносе  точки  смещаются  по  параллельным  ( или  совпадающим )  прямым  на  одно  и  то  же  расстояние,  то  

                  у  цилиндроцилиндра    образующие  параллельны  и  равны.
Гиперповерхность  цилиндроцилиндра  состоит  из  оснований  и  боковой  гиперповерхности.

Боковая  гиперповерхность  составлена  из  образующих. 
     Цилиндроцилиндр  называется  прямым ,  если  образующие  перпендикулярны   параллельным   трёхмерным  пространствам ,  содержащим  основания . В  дальнейшем  мы  будем  рассматривать  только  прямой  цилиндроцилиндр,  в  основании  которого  лежит  прямой  круговой  цилиндр. 
     Радиусом  цилиндроцилиндра   называется  радиус  основания  цилиндра.  Высотой  цилиндрорцилиндра  называется  расстояние  между  параллельными  трёхмерными  пространствами ,  содержащими  основания.
     Осью  цилиндрорцилиндра   называется  прямая,  проходящая  через  центры  симметрии  цилиндров ,  лежащих  в  основании  гиперцилиндра.  Она  параллельна  образующим.

 71.       Сечения  цилиндроцилиндра.
          Сечение гиперцилиндра  плоскостью ,  проходящей   через  ось  гиперцилиндра ,  называется  осевым  сечением. Плоскость ,  проходящая  через  образующую  прямого  гиперцилиндра  и  перпендикулярная  осевому  сечению ,  проведенному  через  эту  образующую  ,  называется  касательной  плоскостью  гиперцилиндра.  Трёхмерное  пространство ,  проходящее  через  образующую  гиперцилиндра  и  перпендикулярное  осевому  сечению,  проведённому  через  эту  образующую,  называется  касательным  трёхмерным  пространством  гиперцилиндра. 
72.        Вписанная  и  описанная  гиперпризмы  в  гиперцилиндр. 
      Гиперпризма  называется   вписанной  в  гиперцилиндр ,  если  её основаниями являются   равные  призмы, вписанные  в  цилиндры,  являющиеся  основаниями  гиперцилиндра ,  а  боковые  рёбра  гиперпризмы  являются  образующими  гиперцилиндра.

      Гиперпризма  называется  описанной  около  гиперцилиндра,  если  её  основания   - равные  призмы,  описанные    около  цилиндров ,  являющихся  основаниями  гиперцилиндра .  Трёхмерные пространства  прямых  призм   боковой  гиперповерхности  гиперпризмы  являются  касательными  к  боковой  гиперповерхности  этого  гиперцилиндра.
73.        Шароцилиндр.

Определение.  Шароцилиндром  называется   чётырёхмерное  тело,  которое  состоит  из
                         двух  шаров ,  расположенных  в  параллельных  трёхмерных  
                         пространствах  и    совмещаемых  параллельным  переносом ,  и  всех  
                         отрезков ,  соединяющих  соответствующие  точки  этих  шаров.
 Шары  называются  основаниями  шароцилиндра,  а  отрезки ,  соединяющие  соответствующие  точки  сфер ( поверхностей  шаров ) , - образующими  шароцилиндра.

Шары,  являющиеся  основаниями  шароцилиндра  равны  и  лежат  в  параллельных  трёхмерных  пространствах.  Образующие  шароцилиндра  параллельны  и  равны.

   Гиперповерхность  шароцилиндра  состоит  из  двух  шаров   -  оснований  и  боковой  гиперповерхности.  Боковая  гиперповерхность  состоит  из  образующих.
   Шароцилиндр  называется  прямым ,  если  его  образующие  перпендикулярны  параллельным  трёхмерным  пространствам,  содержащим  основания  шароцилиндра.

В  дальнейшем  мы  будем  рассматривать  только  прямой  шароцилиндр.  

   Радиусом  шароцилиндра  называется  радиус  шара ,  лежащего  в  основании.  Высотой  шароцилиндра  называется  расстояние  между  параллельными  трёхмерными  пространствами,  в  которых  лежат  основания.  Осью  шароцилиндра  называется 

 прямая ,  проходящая  через  центры  оснований.  Она  параллельна  образующим.  Сечение  шароцилиндра  плоскостью ,  проходящей  через  ось  шароцилиндра,  называется  осевым  сечением.  Плоскость ,  проходящая  через  образующую  шароцилиндра  и  перпендикулярную  осевому  сечению  ,  проведенному  через  эту  образующую,  называется  касательной  плоскостью  шароцилиндра.  Трёхмерное  пространство,  проходящее  через  образующую  шароцилиндра   и  перпендикулярное  осевому  сечению ,  проведённому  через  эту  образующую,  называется  касательным  трёхмерным  пространством  шароцилиндра. 
74.               Сечение  шароцилиндра  трёхмерными  пространствами.   
  Теорема  Г 11.1  Трёхмерное  пространство ,  перпендикулярное  оси  шароцилиндра,

                               пересекает  шароцилиндр  по  шару ,  а  боковую  гиперповерхность
                               шароцилиндра  по  сфере  с  центром  на   его  оси ,  равной   сфере , 
                               являющейся  поверхностью   основании  шароцилиндра.

Доказательство.  Пусть  П  -  трёхмерное  пространство ,  перпендикулярное  оси  прямого шароцилиндра. Это  пространство  параллельно  трёхмерным  пространствам ,  содержащим  основания    шароцилиндра  ( теорема Г 6.8 ).  Параллельный  перенос  в  направлении  оси  цилиндра ,  совмещающий  пространство  П  с  трёхмерным  пространством  ,  содержащим  основание шароцилиндра ,  совмещает  сечение  шароцилиндра  пространством  П  с   основанием  шароцилиндра .  Следовательно,  сечение  шароцилиндра   трёхмерным  пространством  есть  шар ,  а  сечение боковой  гиперповерхности  шароцилиндра   -   сфера  с  центром  на  оси   шароцилиндра.  Теорема  доказана.

   75.            Вписанная  и  описанная  гиперпризмы  в  шароцилиндр.
    Гиперпризмой ,  вписанной  в  шароцилиндр ,  называется  такая  гиперпризма,  основания  которой  -  равные  многогранники ,  вписанные  в  шары ( основания  шароцилиндра ).  Её  боковые  рёбра  являются  образующими  шароцилиндра.

    Гиперпризма  называется  описанной  около  шароцилиндра,  если  её  основания  -  равные  многогранники,  описанные  около  шаров ( оснований  шароцилиндра).   Трёхмерные  пространства   прямых  призм  боковой  гиперповерхности  гиперпризмы  являются  касательными  трёхмерными  пространствами   к  боковой  гиперповерхности  шароцилиндра.
   76.                Конусоцилиндр.
Определение.  Конусоцилиндром  называется  четырёхмерное  тело ,  которое  состоит  из 

                         двух    конусов ,  расположенных  в  параллельных  трёхмерных 

                         пространствах  и  совмещаемых  параллельным  переносом ,  и  всех  

                         отрезков  соединяющих  соответствующие  точки  эти  конусов. 
Конусы  называются  основаниями  конусоцилиндра, , а  отрезки ,  соединяющие  соответствующие  точки  поверхностей  конусов – образующими  конусоцилиндров.  Конусы ,  являющиеся  основаниями  конусоцилиндра , равны  и  лежат  в  параллельных  трёхмерных  пространствах.  Образующие  конусоцилиндра  равны  и  параллельны.
    Гиперповерхность  конусоцилиндра  состоит  из  его  оснований  и  боковой  гиперповерхности.  Боковая  гиперповерхность  конусоцилиндра  состоит  из  образующих.

    Конусоцилиндр  называется  прямым ,  если  его  образующие  перпендикулярны  трёхмерным  пространствам ,  содержащим  основания  конусоцилиндра. В  дальнейшем  мы  будем  рассматривать  только  прямые  конусоцилиндры.
    Радиусом  конусоцилиндра  будем  называть  радиус    основания  конуса ,  лежащего  в  основании  конусоцилиндра. Высотой  конусоцилиндра  -  расстояние  между  трёхмерными  пространствами ,  содержащими  его  основания. Осью  конусоцилиндра  назовём  прямую  проходящую  через  центры  оснований  прямых  круговых  конусов ,  лежащих  в  основании  конусоцилиндра.  Сечение  конусоцилиндра ,  проходящее  через  его  ось , назовём   осевым  сечением  конусоцилиндра.  Плоскость ,  проходящая  через  образующую  перпендикулярно  осевому  сечению ,  проведённому  через  эту  образующую ,  называется  касательной   плоскостью  конусоцилиндра. Трёхмерное  пространство ,  проходящее  через  образующую  перпендикулярно  осевому  сечению,  проведённому  через  эту  образующую ,  называется  касательным  трёхмерным  пространством  к  конусоцилиндру.
77.                       Сечения  конусоцилидра  трёхмерными  пространствами.

Теорема  Г11.2.  Трёхмерное  пространство,  перпендикулярное  оси  конусоцилиндра 
                             пересекает  конусоцилиндр  по  конусу , а  боковую  гиперповерхность
                             по  поверхности  конуса ,  равного  конусу ,  лежащему  в   основании 

                             конусоцилиндра.
Доказательство. Пусть  П – трёхмерное  пространство,  перпендикулярное  оси  конуосцилиндра .  Это  пространство  параллельно  трёхмерным  пространствам ,  содержащим  основания  конусоцилиндра ( теорема Г6.8.). Параллельный  перенос  в  напралении  оси  конусоцилиндра , совмещающий  пространство  П  с  трёхмерным  пространством ,  содержащим  основание  конусоцилиндра ,  совмещает  сечение  конусоцилиндра  пространством  П  с  основанием  конусоцилиндра. Следовательно,  сечение  конусоцилиндра  трёхмерным  пространством  есть  конус ,  а  сечение  боковой  гиперповерхности  поверхности  -  поверхность  этого  конуса. Теорема  доказана.
78.                      Вписанная  и  описанная  гиперпризмы  в  конусоцилиндр.

     Гиперпризмой ,  вписанной  в  конусоцилиндр ,  называется  гиперпризма ,  основания  которой  есть  равные  пирамиды ,  вписанные  в  конусы  ( основания  конусоцилиндра ).  Её  образующие  являются  образующими  конусоцилиндра.

   Гиперпризмой ,  описанной  около  конусоцилиндра ,  называется  гиперпризма ,  основания  которой  есть  равные  пирамиды ,  описанные  около  конусов (  оснований конусоцилиндра ).  Трёхмерные  пространства  боковых  призм  гиперповерхности  этой  гиперпризмы  являются  касательными   трёхмерными  пространствами   к  конусоцилиндру .
79.                    Гиперконус .
Рассмотрим  три  вида  гиперконусов:  цилиндроконус ,  шароконус ,  конусоконус.

                         Цилиндроконус.
Определение .  Цилиндроконусом   называется  четырёхмерное  тело,  которое  состоит 
                           из  цилиндра – основания  цилиндроконуса ,  точки ,  не  лежащей  в  

                           трёхмерном  пространстве ,  содержащем  основание,  -  вершины  

                           цилиндроконуса  и  всех  отрезков  ,  соединяющих  вершину 

                           цилиндроконуса  с  точками  основания.  

Отрезки,  соединяющие  вершину  цилиндроконуса  с  точками    оснований  цилилиндра и  точками  боковой  поверхности  цилиндра  называются  образующими  цилиндроконуса.

Гиперповерхность  цилиндроконуса  состоит   из   цилиндра  и  боковой  гиперповерхности.  Боковая  гиперповерхность состоит  из  образующих. 

    Цилиндроконус  называется  прямым  ,  если  прямая ,  проходящая  через  вершину      цилиндроконуса  и  центр  симметрии  цилиндра  ,  перпендикулярна  трёхмерному  пространству ,  содержащему  цилиндр. В  дальнейшем  мы  будем  рассматривать  только  прямой  конус.  Высотой  цилиндроконуса  называется  перпендикуляр,  опущенный  из  его  вершины  на  трёхмерное  пространство  ,  содержащее  основание  цилиндроконуса.  У  прямого  цилиндроконуса  основание  высоты  совпадает  с  центром  симметрии  цилиндра  ,  лежащего  в  основании  цилиндроконуса. Осью  прямого  цилиндроконуса  называется  прямая ,  содержащая  его  высоту.  Сечение  цилиндроконуса  плоскостью ,  проходящей  через  его  высоту  называется  осевым  сечением.  Плоскость,  проходящая  через  образующую  цилиндроконуса  и  перпендикулярная  осевому  сечению,  проведённую  через  эту  образующую,  называется  касательной  плоскостью  цилиндроконуса. Трёхмерное  пространство,  проходящее  через  образующую  цилиндроконуса   и  перпендикулярное  осевому  сечению ,  содержащему  эту образающую,  называется  касательным  трёхмерным  пространством.
80.                        Сечение  цилиндроконуса  трёхмерным  пространством.

 Теорема  Г11.3.   Сечением  цилиндроконуса  трёхмерным  пространством ,

                                перпендикулярным  оси  цилиндроконуса , является  цилиндр  ,

                                а  сечением  боковой гиперповерхности  цилиндроконуса  этим

                                пространством  - поверхность  этого      цилиндра. 
Доказательство .  Пусть  П – трёхмерное  пространство ,  перпендикулярное  оси  цилиндра  и  пересекающее  цилиндроконус.   Преобразование  гомотетии  относительно  вершины  цилиндроконуса ,  совмещающее  пространство  П  с  трёхмерным 
пространством  основания ,  совмещает  сечение   цилиндроконуса  пространством  П  с  основанием  цилиндроконуса .  Следовательно,  сечение  цилиндроконуса  трёхмерным  пространством   есть  цилиндр ,  а  сечение  боковой  гиперповерхности  -  поверхность  этого  цилиндра.  Теорема  доказана.  
  Трёхмерное  пространство,  перпендикулярное  оси  цилиндроконуса ,  отсекает  от  него меньший  цилиндроконус.  Оставшаяся  часть  называется  усечённым  цилиндроконусом. 
81.                     Вписанная  и  описанная  призматопирамиды
    Призматопирамидой ,  вписанной  в  цилиндроконус ,  называется  такая  призматопирамида ,  основание  которой  есть  призма ,  вписанная  в  цилиндр основания  цилиндроконуса,  а  вершиной  является  вершина  цилиндроконуса.  Боковые  рёбра  пирамиды  являются  образующими  цилиндроконуса.
    Призматопирамида  называется  описанной  около  цилиндроконуса,  если  её  основанием  является  призма ,  описанная  около  основания  цилиндроконуса,  а  вершина   совпадает  с  вершиной  цилиндроконуса. Трёхмерные  пространства  пирамид   боковой  гиперповерхности   описанной  призмопирамиды  являются  касательными  трёхмерными  пространствами  цилиндроконуса.
82.                    Шароконус .

Определение .  Шароконусом  называется  четырёхмерное  тело,  которое  состоит  из 
                          шара -  основания  шароконуса ,  точки  не  лежащей  в  трёхмерном
                          пространстве ,  содержащем  основание, - вершины  шароконуса  и  всех 

                          отрезков,  соединяющих  вершину  шароконуса  с  точками  основания.
Отрезки,  соединяющие  вершину  шароконуса  с  точками  сферы – поверхности  шара, называются  образующими  шароконуса.
       Гиперповерхность  шароконуса  состоит  из  шара  и  боковой  гиперповерхности.  Боковая  гиперповерхность  состоит  из  образующих.

       Шароконус  называется  прямым ,  если  прямая ,  проходящая  через  вершину  шароконуса  и  центр  основания  перпендикулярна  трёхмерному  пространству,  содержащему  шар,  лежащий  в  основании  шароконуса.  В  дальнейшем  будем  рассматривать  только  прямой  шароконус.
      Высотой  шароконуса  называется  перпендикуляр  ,  опущенный  из  его  вершины  на  
трёхмерное  пространство ,  содержащее  основание  шароконуса.  У  прямого  шароконуса  основание  высоты  совпадает  с  центром  основания.  Осью  прямого  шароконуса  называется  прямая ,  содержащая  его  высоту.  Сечение  шароконуса  
плоскостью ,  проходящей  через  ось,  называется  осевым  сечением.  Плоскость,  проходящая  через  образующую  шароконуса  и  перпендикулярная  осевому  сечению,

проведённую  через эту  образующую,  называется  касательной  плоскостью  шароконуса.

      Трёхмерное  пространство ,  проходящее  через  образующую  шароконуса  и  перпендикулярное    осевому  сечению ,  содержащему  эту  образующую,  называется  касательным  трёхмерным  пространством  шароконуса.

83.                        Сечение  шароконуса  трёхмерным  пространством.

Теорема  Г11.4.  Сечением шароконуса   трёхмерным   пространством , 
                             перпендикулярным  оси  шароконуса,  является  шар,  а  сечением

                             боковой гиперповерхности  шароконуса  - сфера ,  являющаяся 

                             поверхностью  этого  шара с  центром  на  оси  шароконуса.
Доказательство.  Пусть  П -  трёхмерное  пространство ,  перпендикулярное  оси  шароконуса  и  пересекающее  шароконус.  Преобразование  гомотетии  относительно  вершины  шароконуса ,  совмещающее  пространство  П  с  трёхмерным  пространством  основания,  совмещает  сечение  шароконуса   пространством  П  с  основанием  
шароконуса.  Следовательно,  сечение  шароконуса  с   трёхмерным  пространством   есть  шар ,  а  сечение  боковой  гиперповерхности – сфера ,  являющаяся  поверхностью  этого  шара ,  с  центром  на  оси  шароконуса.  Теорема  доказана.

Трёхмерное  пространство  ,  перпендикулярное  оси  прямого  шароконуса ,  отсекает  от  него  меньший  шароконус.  Оставшаяся  часть  называется  усечённым  шароконусом.
84.                      Вписанная  и  описанная  гиперпирамиды  в  шароконус.
     Гиперпирамидой, вписанной  в  шароконус ,  называется  такая  гиперпирамида,  основание  которой  есть  многогранник,  вписанный  в  шар  основания  шароконуса ,  а  вершиной  является  вершина  шароконуса.  Боковые  рёбра  гиперпирамиды,  вписанной  в  шароконус ,  являются  образующими  шароконуса.
    Гиперпирамида  называется  описанной  около  шароконуса ,  если  её  основанием  является  многогранник,  описанный  около  основания  шароконуса,  а  вершина  совпадает  с  вершиной  шароконуса.  Трёхмерные  пространства  пирамид  боковой  гиперповерхности    описанной  гиперпирамиды  являются  касательными   трёхмерными  пространствами   шароконуса.
85.                  Гипершар.

Определение.  Гипершаром  называется  геометрическая  фигура,  состоящая  из  всех
                         точек  четырёхмерного  пространства,  находящихся  на  расстоянии  не 
                         большем  данного ,  от  данной  точки.  Эта  точка  называется  центром 
                         гипершара ,  а  данное  расстояние  -  радиусом  гипершара.  

Определение.  Гиперсферой  называется  геометрическая  фигура,  состоящая  из  всех 

                         точек  четырёхмерного  пространства,  находящихся  на  данном 

                         расстоянии  от  данной  точки.  Эта  точка  называется  центром 

                         гиперсферы ,  а  данное  расстояние – радиусом  гиперсферы.
Радиусом  гиперсферы  называют  и  любой  отрезок,  соединяющий   центр  гиперсферы  с  её  произвольной  точкой.  Гиперсфера  это  граница  гипершара. Отрезок,  соединяющий  две  точки  гиперповерхности  гипершара    и  проходящий  через  центр  гипершара,  называется  диаметром.  Концы  любого  диаметра  называется  диаметрально  противоположными  точками  гипершара. 
86.                         Сечение  гипершара  трёхмерным  пространством.
Теорема  Г 11.5.   Всякое  сечение  гипершара  трёхмерным  пространством  есть 

                               трёхмерный  шар.  Центр  этого  шара  есть  основание
                               перпендикуляра,   опущенного  из  центра  гипершара  на  секущее

                               трёхмерное  пространство.
Доказательство.  Пусть  П  -  секущее  трёхмерное  пространство  и  О  - центр  гипершара  с  радиусом  R .  Проведём  перпендикуляр  из  центра  О  на  трёхмерное  пространство  П  и  обозначим  через  О1  основание  этого  перпендикуляра.  Пусть  Х  -  произвольная  точка  гипершара,  принадлежащая  пространству  П.  По  теореме  Пифагора                              ОХ2  =  О1О2  + О1Х2 .  Так  как  ОХ  не  больше  радиуса  R  гипершара ,  то  

     О1Х  ≤  
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,  т. е.  любая  точка  сечения   гипершара  трёхмерным  пространством  П   находится  от  точки  О1  на  расстоянии ,  не  большем  
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,           следовательно,  она  принадлежит  шару  с  центром  О1  и  радиусом
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    .  Обратно ,  любая  точка   Х  этого  шара    принадлежит  гипершару. это  значит ,  что  сечение  гипершара  трёхмерным  пространством  П  есть  шар  с  центром  О1.  Теорема  доказана.     
      Из  доказанной  теоремы  следует ,  что  радиус  шара ,  который  получается  в сечении  гипершара  трёхмерным  пространством , можно  вычислить  по  формуле

                                   r  =  
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        Трёхмерные  пространства ,  равноудалённые  от  центра ,  пересекают  гипершар 
 по  равным  шарам.  Шар  в  сечении  трёхмерным пространством  П  будет  тем  больше, чем  ближе  пространство  П  к  центру  гипершара ,   т. е.  чем  меньше  расстояние  О1О.  Наибольший  шар  получается  в  сечении  трёхмерным  пространством ,  проходящим  через  центр  гипершара.  Радиус  этого  шара  равен  радиусу  гипершара. 
          Трёхмерное  пространство,  проходящее  через  центр  гипершара   называется  диаметральным  трёхмерным  пространством.  Сечение  гипершара  диаметральным  трёхмерным  пространством  называется    большим    трёхмерным  шаром ,  а  сечение  гиперсферы   -  большой  сферой.
87.                         Симметрия  гипершара.
Теорема  Г 11.6.   Любое  диаметральное  трёхмерное пространство    гипершара  
                               является  его  трёхмерным  пространством  симметрии.  Центр
                               гипершара    является  его  центром  симметрии.
Доказательство.  Пусть  П  -  диаметральное  трёхмерное  пространство  и   Х -  произвольная  точка  гипершара   с  центром  О  и   радиусом  R.  Построим  точку  Х1,  симметричную  точке  Х  относительно  пространства  П.  Отрезок  ХХ1  перпендикулярен  пространству  П  и  пересекается  этим  пространством  посередине   ( в  точке  А ).  Из  равенства  прямоугольных  треугольников  ОАХ  и  ОАХ1  следует ,  что  ОХ1  =  ОХ.  Так  как   ОХ  ≤  R  ,  то  и  О1Х  ≤  R ,  т. е. точка ,  симметричная  точке  Х ,  принадлежит  гипершару.

     Пусть  точка  Х2   -  точка ,  симметричная  точке  Х  относительно  центра  гипершара.  Тогда  ОХ2  =  ОХ  ≤   R ,  т. е.  точка  Х2  принадлежит  гипершару.  Теорема  доказана. 
 88.                    Касательное  трёхмерное  пространство  к  гипершару.
         Трёхмерное  пространство ,  проходящее  через  точку  А  поверхности  гипершара  и  перпендикулярное  радиусу ,  проведённому  в  точку  А ,  называется  касательным  трёхмерным  пространством.  Точка  А  называется  точкой  касания.

Теорема  Г11.7.    Касательное  трёхмерное  пространство  имеет  с  гипершаром  
                               только   одну  общую  точку  -  точку  касания.
Доказательство.  Пусть  П  -  трёхмерное  пространство ,  касательное  к  гипершару  с  центром  О  и  радиусом  R  и  А  -  точка  касания. Отметим  произвольную  точку  Х  пространства  П ,  отличную  от  А.  Так  как  ОА  -  перпендикуляр,  а  ОХ  -  наклонная,  то  ОХ  >  ОА  =  R.  Следовательно ,  точка  Х  не  принадлежит  гипершару.  Теорема  доказана.
89.                    Касательная  плоскость  к  гипершару.
Плоскость,  проходящая  через  точку  А поверхности  гипершара  и  перпендикулярная  радиусу ,  проведённому  в  точку  А ,  называется  касательной  плоскостью .  Точка  А  называется  точкой  касания.

Теорема  Г11.8.    Через  любую  точку  поверхности  гипершара  проходит 
                               бесконечно  много  касательных  плоскостей ,  причём  все  они 
                               лежат  в  касательном  трёхмерном  пространстве  к  гипершару.
Доказательство.  Пусть  П -  трёхмерное  касательное  пространство  к  гипершару  в  точке  А.  Тогда  любая  плоскость  пространства  П ,  проходящая  через  точку  А  ,  перпендикулярна  радиусу  ОА (  теорема  Г6.2 )  и ,  следовательно ,  является  касательной  плоскостью. 
  Любая  касательная  плоскость,  проходящая  через  точку  А,  перпендикулярна  радиусу  ОА,  следовательно ,  лежит  в  трёхмерном  пространстве  П ,  касательном  к  гипершару. Теорема  доказана.
90.                 Вписанные  и  описанные  гипермногогранники.
        Гипермногогранник  называется  вписанным  в  гипершар,  если  все  его  вершины  лежат  на  поверхности  гипершара.  Гипермногогранник  называется  описанным  около  гипершара ,  если  его  грани  касаются  поверхности  гипершара.
91.             Уравнение  гиперсферы.

Составим  уравнение  гиперсферы  в  декартовых  координатах  x , y , z , m ,  рассматриваемых  в  четырёхмерном  пространстве.  Пусть  центр  гиперсферы  находится  точке  А ( a , b , c , d ) ,  а  радиус  гиперсферы  R .  Точкоми  гиперсферы  являются те  и  только  те  точки  четырёхмерного  пространства  ,  расстояния  от  которых   до  точки  А  равны  R .  Квадрат  расстояния  от  точки  ( x , y , z , m )  до  точки  А  равен
            ( x  -  a ) ²  +  ( y  -  b ) ²  +  ( z  -  c ) ²  +  ( m  -  d ) ²  .

Поэтому  уравнение  гиперсферы  имеет  вид :

                            ( x  -  a ) ²  +  ( y  -  b ) ²  +  ( z  -  c ) ²  +  ( m  -  d ) ²   =   R ² .

Если  центром  гиперсферы  является  начало  координат ,  то  уравнением  гиперсферы  является

                                   x ²  +  y ²  +  z ²  +  m ²  =  R ² .

§  12.       Гиперобъёмы  гипертел.
92.                  Понятие  гиперобъёма.
  Подобно  тому  как  для  тел  в  пространстве  введём  понятие  гиперобъёма.  Сначала  рассматриваются  только  простые  гипертела.  Гипертело  называется  простым ,  если  его  можно  разбить  на  конечное  число  гипертетраэдров.

     Для  простых  гипертел  гиперобъём   -  это  положительная  величина ,  численное  значение  которой  обладает  следующими  свойствами :

             1)  Равные  гипертела  имеют  равные  гиперобъёмы.

             2)  Если  тело  разбито  на  части ,  являющиеся  простыми  гипертелами ,  то
                   гиперобъём  этого  гипертела  равен  сумме  объёмов  его  частей.

             3)  Объём  гиперкуба ,  ребро  которого  равно  единице  длины ,  равен  
                   единице.

      Если  гиперкуб ,  о  котором  идёт  речь  в  определении,  имеет  ребро  1 см ,  то  его гиперобъёмом  является   1  см 4 ;  если  ребро  гиперкуба   равно  1 м , то  его  гиперобъём  равен  1 м 4    и  т. д.
93.                         Гиперобъём  прямоугольного  гиперпараллелепипеда.
Теорема  Г  12.1.    Гиперобъём  прямоугольного  гиперпараллелепипеда  равен 
                                 произведению   четырех  его  линейных  размеров.
 Доказательство.
Найдём гиперобъём  прямоугольного  гиперпараллелепипеда.  Единицей  измерения  гиперобъёма  является  гиперкуб,  единицей  длины  служит  ребро  этого  гиперкуба.
   Рассмотрим  случай ,  когда  длины  рёбер  прямоугольного гиперпараллелепипеда  a , b , c , d  выражаются  натуральными  числами.  Разобъём  рёбра  прямоугольного гиперпараллелепипеда ,  исходящие  из  одной  вершины ,  на  равные  части ,  количество  которых  соответствует  длине  соответствующего  ребра. Проведём  через  точки  деления  плоскости ,  перпендикулярные  этим  рёбрам ,  при  этом  гиперпараллелепипед  разобьётся   на   a· b· c · d  малых гиперкубов  с  рёбрами ,  равными  единице.  Объём  малого  гиперкуба  равен  единице .  Гиперобъём  гиперпараллелепипеда  равен  сумме  гиперобъёмов  содержащихся  в  нём  малых  гиперкубов.  Так  как гиперобъём  малого  гиперкуба  равен   1 ,  а  их  число  равно  abcd  ,  то  гиперобъём  прямоугольного  гиперпараллелепипеда  равен   abcd · 1  =  abcd .
      Рассмотрим  случай ,  когда  длины  рёбер  гиперпараллелепипеда  a , b , c , d  выражаются  конечными  десятичными  дробями  и  число  знаков  после  запятой  не  более  n . Разобьём  ребра  гиперкуба ,  исходящие  из  одной  вершины ,  на  10n  равных  частей  и  проведём  через  точки  деления  плоскости ,  перпендикулярные  этим  рёбрам.  
     При  этом  гиперкуб  разобьётся  на  10n · 10n · 10n · 10n  =  104n   малых   гиперкубов  с  
рёбрами,   равными   
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    .  Найдём  гиперобъём  малого  гиперкуба.  По  свойству  гиперобъёма    гиперобъём  большого  гиперкуба  равен  сумме  гиперобъёмов  малых  гиперкубов.  Так  как  гиперобъём  большого  гиперкуба  равен  единице ,  а  число 
 малых  гиперкубов  равно   104n  ,  то   гиперобъём  малого  гиперкуба  равен   
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  Так  как  числа    а  :
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[image: image190.wmf]n

10

1

 =  d 10n
целые ,  то  рёбра  гиперпараллелепипеда  можно  разбить  на  целое  число  частей  , 
равных  
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.  На  ребре  а    их  будет  а 10n    ,  на  ребре  b  их  будет   b 10n   ,  на  ребре  с   
их  будет   с 10n  ,  на  ребре  d   их  будет    d 10n .  Проведём  через  точки  деления  рёбер  перпендикулярные  рёбрам  плоскости.  При  этом  мы  получаем  разбиение  гиперпараллелепипеда  на  малые  гиперкубы  со  стороной
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   .  Число  их  равно  

 а 10n    ·  b 10n   ·  с 10n   ·  d 10n   =  abcd 104n .  Гиперобъём  гиперпараллелепипеда   равен  сумме  гиперобъёмов  содержащихся  в  нём  малых  гиперкубов.  Так  как  гиперобъём  
малого  гиперкуба  равен 
[image: image193.wmf]n

4

10

1

  ,  а  их  число  равно  abcd 104n  ,  то  гиперобъём  гиперпараллелепипеда  равен   abcd · 104n ·
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 =   abcd . 
          Рассмотрим  теперь  случай ,  когда  длина  хотябы  одного  из  рёбер  a , b , c , d  выражается  бесконечной  десятичной  дробью .  Обозначим  через  а1   и   а2   приближённые  значения  числа  а  с  недостатком  и  с  избытком  с  точностью  до  n  десятичных  знаков.  Приближённые  значения  чисел   b  и  c  c  той  же  точностью  обозначим  через  b1 и  b2 ,  c1  и   c2 .   Гиперпараллелепипед    с  рёбрами  a1 , b1 , c1 , d1  имеет  гиперобъём  меньший ,  чем  данный  гиперпараллелепипед ,  так  как  его  можно  поместить  внутрь  данного.  Гиперпараллелепипед   с  рёбрами   a2 , b2 , c2 , d2  имеет  гиперобъём  больший ,  чем  данный  гиперпараллелепипед ,  так  как  данный  гиперпараллелепипед  можно  поместить  внутрь  него.  По  доказанному  гиперобъём  гиперпараллелепипеда  с  рёбрами   a1 , b1 , c1 , d1    равен   a1 b1c1 d1  ,  а  гиперобъём  гиперпараллелепипеда  с  рёбрами   a2 , b2 , c2 , d2    равен   a2 b2 c2 d2  .  Таким  образом  гиперобъём  данного  гиперпараллелепипеда  заключён  между  a1 b1c1 d1   и   a2 b2 c2 d2 .  Так  как    a1 b1c1 d1   и   a2 b2 c2 d2   дают  приближённое  значение  числа    a b c d   с  любой  наперёд  заданной  точностью ,  если  n  достаточно  велико  ,  то  W  =  abcd   . 
       Если  длины  рёбер  прямоугольного  гиперпараллелепипеда  равны  a , b , c , d ,
  то  его  гиперобъём  вычисляется  по  форм уле   
                                       W  =  abcd .      ( * )
  Теорема  доказана.

Так  как  объём  прямоугольного  параллелепипеда ,  являющегося  основанием  прямоугольного  гиперпараллелепипеда,   V  =  abc ,  то  формула  ( * )  имеет  вид :

                                        W  =  Vd .
94.                          Гиперобъём    прямого   гиперпараллелепипеда.
Теорема  Г 12. 2.   Гиперобъём  прямого  гиперпараллелепипеда  равен  произведению  

                                объёма  его  основания  на  длину  бокового  ребра.
Доказательство.  Пусть  W -  гиперобъём   прямого  гиперпараллелепипеда , V  -  объём   его основания  ,  d  -  длина  бокового  ребра  гиперпараллелепипеда .  Рассмотрим  параллелепипед  ABCDA1B1C1D1.  Прведём  через  ребро  ВС  плоскость,  перпендикулярную   его  основанию  ABCD ,  и  дополним  параллелепипед  треугольной  призмой  BB1B2CC1C2.  Отсечём  теперь  от  полученного  тела  треугольную  призму  плоскостью  ,  проходящей  через  ребро  AD  и  перпендикулярной  основанию  ABCD.  Тогда  получим  снова  параллелепипед.   При  этом  исходный  прямой  гиперпараллелепипед  переходит  в  новый  прямой  гиперпараллелепипед   и   этот  новый   гиперпараллелепипед   имеет  гиперобъём ,  равный  гиперобъёму  исходного. Действительно ,  достроенная  гиперпризма  и  отсекаемая  гиперпризма  совмещаются  параллельным  переносом  на  отрезок  АВ ,  следовательно,  имеют  одинаковые  гиперобъёмы. При  описанном  преобразовании  гиперпараллелепипеда   у  его  основания   сохраняется  площадь  основания  ABCD  и  высота  параллелепипеда  ABCDA1B1C1D1.  Сохраняются  также  плоскости   двух  боковых  граней  ,  а  две  другие  становятся  перпендикулярными  основанию  ABCD.
Применяя  ещё  раз  такое  преобразование  к  наклонным  граням,  получим  параллелепипед  ,  у  которого  все  боковые  грани  перпендикулярны  основанию ABCD.

Это  повторное  преобразование  сохранило  гиперобъём  гиперпараллелепипеда , но  основанием  вновь  полученного  гиперпараллелепипеда  стал  прямой  параллелепипед.

Полученный  прямой  параллелепипед  подвергнем  аналогичному  преобразованию  в  прямоугольный  параллелепипед,  дополняя  его  сначала  треугольной  призмой ,  а  затем  отсекая  равную  треугольную  призму.  Соответствующие  им   прямые  гиперпризмы    имеют  равные  гиперобъёмы ,  так  как  совмещаются  параллельным  переносом  на  отрезок АВ.  Получили  равновеликий  исходному  прямоугольный  гиперпараллелепипед,  гиперобъём  которого  равен   W  =  Vd .  Так  как   эти  преобразования  прямого  гиперпараллелепипеда   в  прямоугольный  гиперпараллелепипед   сохранили  гиперобъём   прямого   гиперпараллелепипеда ,  а   также  объём  параллелепипеда  и  длину  бокового  ребра   прямого  гиперпараллелепипеда,  то  гиперобъём  исходного  гиперпараллелепипеда  равен  произведению  объёма   его  основания  на  длину  бокового  ребра. Теорема  доказана.
95.                         Гиперобъём  наклонного  гиперпараллелепипеда.       
Теорема  Г 12.3 .  Гиперобъём  любого  гиперпараллелепипеда  равен  произведению 
                              объёма  его  основания  на  высоту.
Доказательство.  Пусть  W  -  гиперобъём  гиперпараллелепипеда,  V  -  объём   его основания ,  H -  высота  гиперпараллелепипеда ,  т .е .  расстояние  между  
параллельными  трёхмерными  пространствами  П1  и  П2 ,  содержащими  основания  гиперпараллелепипеда  параллелепипеды  АN  и  A1N1.  Выполним  параллельный  перенос  в  пространстве  П2 так  ,  чтобы  параллелепипед  A1N1  перешёл  в  
параллелепипед   A2N2, и  отрезок  АА2  был  перпендикулярен  пространству  П2               ( т.е.  АА2  =  H ) .  В  результате  можно  рассмотреть  прямой  гиперпараллелепипед  с  основаниями  AN  и  A2N2 ,  гиперобъём  которого  равен  гиперобъёму  исходного. Получили   W  =  VH.  Теорема  доказана. 
96.                         Гиперобъём     призматопризмы. 
Теорема Г 12.4.    Гиперобъём  треугольной  призматопризмы  равен  произведению 

                               объёма  её  основания  на  высоту.
Доказательство.  Дополним  треугольную  призматопризму  до  параллелепипедопризмы ,  т.е.  до  гиперпараллелепипеда. Точка  пересечения  диагоналей  гиперпараллелепипеда  является  его  центром  симметрии .  Поэтому  достроенная  призматопризма   симметрична  исходной  относительно  этого  центра и  равна  ей,  следовательно ,  имеет  гиперобъём , равный  гиперобъёму  исходной  призматопризмы. Таким  образом ,  гиперобъём  построенного гиперпараллелепипеда  равен  удвоенному  гиперобъёму  данной  треугольной  призматопризмы.

      Гиперобъём  гиперпараллелепипеда  равен  произведению  объёма  его  основания  на  высоту.  Объём  его  основания  равен  удвоенному  объёму  основания  треугольной  призматопризмы ,  а  высота  гиперпараллелепипеда  равна  высоте  исходной  призматопризмы.  Отсюда  заключаем ,  что  гиперобъём  исходной  призматопризмы  равен  произведению  объёма  её  основания  на  высоту. Теорема  доказана.

Теорема  Г 12.5 .     Гиперобъём  любой  призматопризмы  равен  произведению  объёма 
                                  её  основания  на  высоту.
Доказательство .   Разобьём  призматопризму  на  треугольные  призматопризмы, основаниями  которых  являются  треугольные  призмы , полученные  разбиением  основания   диагональными  сечениями ,  проведёнными  через   общее  боковое  ребро  основания.  Гиперобъём  данной  призматопризмы  равен  сумме  гиперобъёмов  треугольных  призматопризм ,  её  составляющих.  По  доказанному  гиперобъём  треугольной  призматопризмы  равен  произведению  объёма  её  основания  на  высоту.

    Отсюда  следует,  что  гиперобъём  данной  призматопризмы  равен 

   W  =  V1H +  V2H  +  V3H  +  …  +  VnH  =  ( V1 +  V2  +  V3  +  …  +  Vn ) H ,  где

V1 , V2 , V3 , … ,  Vn  -  объёмы  треугольных  призм,  на  которые  разбито  основание  призматопризмы ,  а   H -  высота  призматопризмы.   Сумма  объёмов  треугольных  призм  равна  объёму  V  основания  данной  призматопризмы,   а    W   -  её  гиперобъём.   Поэтому   W  =  VH . Теорема  доказана.

97.                         Гиперобъём   тетраэдропризмы.
Теорема Г 12.6 .  Гиперобъём  тетраэдропризмы  равен  произведению  объёма
                              основания    на  высоту. 
Доказательство.  Пусть  W -  гиперобъём  тетраэдропризммы ,  V - объём  её  основания, 
H  -  высота  тетраэдропризмы.   Дополним  тетраэдропризму  до  треугольной  призматопризмы  с  той  же  высотой.   Из  стереометрии  известно ,  что  треугольную  пирамиду  можно  дополнить  двумя  треугольными  пирамидами  до  треугольной  призмы .  Все  три  пирамиды  имеют  равные  объёмы. Гиперобъём  полученной  треугольной  призматопризмы   равен  произведению  объёма  её  основания  на  высоту.  Объём  её  основания  равен  утроенному  объёму  основания  исходной тетраэдропризмы.,  а  высота  призматопризмы  равна  высоте  тетраэдропризмы.  Следовательно,  гиперобъём  призматопризмы   равен  произведению   утроенного  объёма  основания исходной  тетраэдропризмы   на  высоту.   Поэтому   W =  VH.  Теорема  доказана.
98.                           Гиперобъём  гиперпризмы.
Теорема  Г12.7.      Гиперобъём  гиперпризмы  равен  произведению  объёма  её  

                                 основания  на  высоту.
Доказательство.  Разобьём  гиперпризму  на  тетраэдропризмы.  Гиперобъём  данной  гиперпризмы  равен  сумме  гиперобъёмов  тетраэдропризм ,  её  составляющих. По  доказанному  гиперобъём  тетраэдропризмы  равен  произведению  объёма  её  основания  на  высоту.  Отсюда  следует ,  что  гиперобъём  данной  гиперпризмы  равен
       W  =  V1H + V2H + V3H + … + VnH =  (  V1 + V2 + V3 + … +  Vn ) H ,  где 

 V1 , V2 , V3 , …. ,  Vn  -  объёмы  треугольных  пирамид ,  на  которые  разбито  основание  гиперпризмы ,  а  H -  высота  гиперпризмы.  Сумма  объёмов  треугольных  пирамид   равна  объёму  V  основания    данной   гиперпризмы.  Поэтому  W = VH. Теорема  доказана. 
99.                           Гиперобъём  гиперпирамиды . 
Теорема  Г  12.8.     Гиперобъём  тетраэдропирамиды   равен  произведению  одной 
                                 четверти    объёма  её  основания  на  высоту.
Доказательство.  Пусть  OABCD - гипертетраэдр ,  ABCD  -    основание ,  О - вершина  ,  ОК  -  высота ,    V – объём  основания ,  W – гиперобъём  гипертетраэдра ,  ОК  =  H .  Рассмотрим  ось  Ох  с  началом  в вершине  О и  содержащую  высоту  ОК.  Проведём  сечение  A1B1C1D1  гиперпирамиды  трёхмерным  пространством  П1 ,  перпендикулярным  оси  Ох .  Трёхмерное  пространство  П ,  содержащее  основание  гиперпирамиды ,  и  трёхмерное  пространство  П1  параллельны ,  так  как  перпендикулярны  оси  Ох ,  которая  пересекает  их  в  точках  К  и  К1  соответственно. Рассмотрим  прямоугольные  треугольники  ОА1К1  и  ОАК ,  из  их  подобия  получаем  
                                    ОК1             ОА1
                                     ──     =      ──  .                                       ( 1 )
                                     ОК              ОА  
Из  подобия  треугольников  ОА1В1  и   ОАВ следует ,  что  

                                    А1В1            ОА1
                                    ──      =      ──                                           ( 2 )
                                    АВ               ОА
Из  равенств  ( 1 )  и  ( 2 )  следует ,  что
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        Для  вычисления  гиперобъёма  нужно  вычислить  интеграл  от  функции  V ( x )   с  пределами  интегрирования  а  =  0 ,  b  =  H.
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Теорема  доказана.

Теорема Г 12.9.   Гиперобъём  гиперпирамиды  равен  произведению  одной  четверти 
                               объёма    её основания  на  высоту.
Доказательство.  Разобьём  многогранник  ,  лежащий  в  основании  гиперпирамиды ,  на  треугольные  пирамиды.  Пусть  получится  n  треугольных  пирамид. Гиперпирамида,  у  которой  основаниями  являются  эти  треугольные  пирамиды ,  а  вершинами  -  вершина  данной  гиперпирамиды,  составляют  данную  гиперпирамиду.  Гиперобъём  данной  гиперпирамиды  равен  сумме  гиперобъёмов  составляющих  её  тетраэдропирамид.  Все  они  имеют  высоту  ,  равную  высоте  исходной  гиперпирамиды , и гиперобъём  каждой  тетраэдропирамиды  равен  произведению  одной  четвёртой  объёма  её  основания  на  высоту .  Отсюда  следует ,  что  гиперобъём  данной  гиперпирамиды  равен

     W   = 
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VH,
где  W – гиперобъём  данной  гиперпирамиды,  V –   объём  её  основания ,  Н – её  высота, 

V1 , V2 ,V3 , … , Vn  -  объёмы    оснований  тетраэдропирамид  ,  составляющих  данную  гиперпирамиду. Теорема  доказана.
100.                           Гиперобъёмы  подобных  гипертел.
Теорема   Г12.10 .   Гиперобъёмы  подобных  гипертел  относятся  как  четвёртые

                                 степени   их  соответствующих  линейных  размеров.
Доказательство.  Пусть  F  и  F`  -  два  простых  подобных  гипертела .  Это  значит , существует  преобразование  подобия ,  при  котором  гипертело  F переходит  в гипер- тело  F`.  Обозначим  через  k  коэффициент  подобия.

        Разобьём  гипертело  F  на  тетраэдропирамиды  Р1, Р2, Р3, … , Рn .  Преобразование  
подобия ,  которое   переводит  гипертело  F  в  гипертело  F` ,  переводит  тетраэдропирамиды  Р1, Р2, Р3, … , Рn    в  тетраэдропирамиды  Р1`,  Р2 `,  P3` , … , Pn` . 

        Эти  тетраэдропирамиды  составляют  гипертело  F`, и  поэтому  гиперобъём  гипертела  F` равен  сумме  гиперобъёмов  тетраэдропирамид    Р1`,  Р2 `,  P3` , … , Pn` .  
        Так  как  гиперпирамиды  Pi`  и  Pi  подобны  и  коэффициент  подобия  равен  k ,  то  отношение  их  высот  равно  k , а  отношение  объёмов  трёхмерных  оснований  равно k3 .  Следовательно ,  отношение  гиперобъёмов   тетраэдропирамид  равно  k4.  Так  как  гипертело  F  составлено  из  гиперпирамид  Pi,  а  гипертело  F`  составлено  из  тетраэдропирамид   Pi`,  то  отношение  гиперобъёмов  гипертел  F`  и  F тоже  равно k4.  

        Число  k -  коэффициент  подобия -  равно  отношению  расстояний  между  любыми  двумя  соответствующими  парами  точек  при  преобразовании  подобия.  Следовательно , это  число  равно  отношению  любых  двух  соответствующих  линейных  размеров  гипертел  F`  и  F. Поэтому гиперобъёмы  двух  подобных  гипертел  относятся  как  четвёртые  степени  их  соответствующих  линейных  размеров.  Теорема  доказана.
§ 13.          Гиперобъёмы  гипертел ,  в  основании  которых  лежат  тела  вращения.
101.             Гиперобъём  гиперцилиндра.
  Если  гипертело  простое ,  т.е.  допускается  разбиение  на  конечное  число  тетраэдропирамид,  то  его  гиперобъём  равен  сумме  гиперобъёмов  этих  тетраэдропирамид.  Дла  любого  гипертела  гиперобъём  определяется  следующим  образом.
    Данное  гипертело  имеет  гиперобъём  W ,  если  существуют  содержащие  его  простые  гипертела  и  содержащиеся  в  нём  простые  гипертела  с  гиперобъёмами ,  сколь  угодно  мало  отличающимися  от    W. 
Теорема  Г 13.1.   Гиперобъём  прямого  гиперцилиндра  равен  произведению  объёма 

                               основания  на  высоту. 
Доказательство.  Построим  многогранники  для  основания  гиперцилиндра :  Р -  многогранник ,  содержащий  основание ,  а  Р` -  многогранник ,  содержащийся  в  основании.  Построим  две  прямые  гиперпризмы  с  основаниями  P  и  P`, объёмы которых  сколь  угодно  мало  отличаются  от  объёма  основания  гиперцилиндра,  и  высотой  H,  равной  высоте  гиперцилиндра.  Первая  гиперпризма  содержит гиперцилиндр ,  а  вторая  гиперпризма  содержится  в  гиперцилиндре.  Так  как  объёмы  оснований  гиперпризм  сколь  угодно  мало  отличаются  от  от  объёма  основания  гиперцилиндра  V,  то  их  гиперобъёмы  сколь  угодно  мало  отличаются  от  VH.   Согласно  определению  гиперобъём  гиперцилиндра   W  =  VH.  Теорема  доказана.
102.                          Гиперобъём  гиперконуса.

Теорема   Г 13.2.      Гиперобъем   прямого   гиперконуса  равен  произведению  одной 
                                   четвёртой   объёма  его  основания  на  высоту .
Доказательство. Построим  многогранники  для  основания  гиперконуса :  Р – многогранник ,  содержащий  основание ,  а  Р` -  многогранник ,  содержащийся  в  
основании.  Построим  две  гипепирамиды  с  основаниями  Р  и  Р`,  объёмы  которых  сколь  угодно  мало  отличаются  от  объёма  основания  гиперконуса , и  вершинами , совпадающими  с  вершиной  гиперконуса.  Первая  гиперпирамида  содержит  гиперконус,  а  вторая  гиперпирамида  содержится  в  гиперконусе.  Все  они  имеют  общую  высоту ,  равную  высоте  гиперконуса,  обозначим  её  через  Н.  Так  как  объёмы  оснований  гиперпирамид  сколь  угодно  мало  отличаются  от  объёма  основания  гиперконуса ,  то  их  гиперобъёмы  сколь  угодно  мало  отличаются  от  
[image: image207.wmf]4
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VH.  Согласно  определению  гиперобъём  гиперконуса   W = 
[image: image208.wmf]4

1

VH .  Теорема  доказана.
103.                       Гиперобъём  гипершара.
Теорема  Г 13.3.   Гиперобъём  гипершара  равен  половине  произведения  квадрата  π
                              на  четвёртую  степень  радиуса  гипершара.
Доказательство.  Пусть  W -  гиперобъём  гипершара ,  R  -  радиус  этого  гипершара.
Введём  в  четырёхмерном  пространстве  прямоугольную  систему  координат  Оxyzm ,  центр  гипершара  поместим  в  точку  О ,  тогда  уравнение  гиперсферы ,  его  гиперповерхности, имеет  вид  :
                       x2  + y2 + z2 + m2 = R2 .

 Рассмотрим  сечение  гипершара  трёхмерным  пространством ,  перпендикулярным  оси   Om и  проходящим  через  начало  координат.  В  сечении  получается   большой  
трёхмерный   шар  с  радиусом  R ,  сечение  которого  плоскостью  xy  проходит  по  окружности  ,  заданной  уравнением     x2  + y2 = R2 . Тогда  сечения  гипершара    трёхмерными  пространствами ,  перпендикулярными  оси  х ,  будут  шарами ,  если 
 -R < x < R  ,  и  точками ,  если  х  =  ± R .  Радиусы  этих  шаров  вычисляются  по
 формуле  у  = 
[image: image209.wmf]2
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 .  Используя  формулу  объёма  шара    V = 
[image: image210.wmf]3
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 r3 ,  где  r  -  радиус  шара ,  найдём  объёмы  этих  шаров как  функцию  от  х .
                                             V(x) = 
[image: image212.wmf]3
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Гиперобъём  данного  гипершара  будем  вычислять  с  помощью  интеграла  от  функции 
 V (x) с  пределами  интегрирования  a = -R  и  b = R.
 W = 
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Вычислим  данный  интеграл  методом  замены  переменной  ,  пусть  х  = R sin t ,  тогда  dx  =  R cos t  dt .  Преобразуем  подынтегральное  выражение
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Найдём  пределы  интегрирования  для  новой  переменной  t :

- R  =  R sin t ,  - 1 = sin t ,  t =  - 
[image: image217.wmf]2
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 ;     R  =  R sin t ,  1 =  sin t ,  t  =   
[image: image218.wmf]2
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 .
После  замены  переменной  интеграл  принимает  вид :

                     W  =  
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Понизим  степень  подынтегральной  функции
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  Вычислим интеграл

=
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Перейдём  к  нахождению  гиперобъёма  гипершара  W.
                                    W  =  
[image: image224.wmf].
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Теорема  доказана.
§  14.           Обёмы  границ  гипертел.
104.                          Объём  границы  гиперпризмы.
Теорема  Г 14.1.     Объём  границы  прямой гиперпризмы  равен  сумме   удвоенно
                                объёма    основания   и  произведения  поверхности  основания
                                на    высоту  гиперпризмы. 
Доказательство. Пусть  V – объем  границы  гиперпризмы , Vосн. -  объём  основания ,  S – 
площадь  поверхности  основания ,  H  -  высота  гиперпризмы. 
Граница  прямой  гиперпризмы  трёхмерна  замкнута  и  состоит  из  двух  оснований  и  боковой  гиперповерхности. 
 Основания  гиперпризмы  имеют  равные  объёмы ,  так  как  равны  друг  другу.  Боковая  гиперповерхность  состоит  из  прямых  призм ,  основаниями  которых  являются  соответствующие  грани  многогранника ,  лежащего  в  основании  прямой  гиперпризмы.

Все  боковые  призмы  имеют  равные  высоты ,  равные  высоте  гиперпризмы  и  длине  бокового  ребра.  Объём  боковой  гиперповерхности  будет  равен  сумме  объёмов  данных  призм .  объём  каждой  из  которых  равен  произведению  площади  основания  этой  призм  на  длину  бокового  ребра . Тогда  получим  объём  боковой  гиперповерхности  прямой  гиперпризмы ,  он  равен  SH ,  так  как 
 V1 + V2 +  V3 + … + Vn  =  S1H + S2H + S3H + … +  SnH =( S1 + S2 + S3 + … +  Sn )H = SH , где   V1 , V2 ,  V3 , … , Vn  -  объёмы  боковых  призм ,  S1 , S2 , S3 , … ,  Sn  -  площади  граней  многогранника ,  лежащего  в  основании  гиперпризмы,  H –  длина  бокового  ребра ,  равная  высоте  гиперпризмы ,  n -  число  граней  многогранника ,  лежащего  в  основании  гиперпризмы. Сумма  площадей  граней  многогранника  равна  площади  S поверхности  основания  гиперпризмы. Поэтому 

                           V =  2Vосн.  + SH . 
Теорема  доказана. 
105.                       Объём  границы  гиперпирамиды.
Теорема Г 14.2 .    Объём  границы  гиперпирамиды  равен  сумме  объёма  её  основания 
                                и   произведения  одной третьей  площади  поверхности   этого
                                основания   на  высоту  гиперпирамиды. 
Доказательство.  Пусть  V  -  объём  границы  гиперпирамиды ,  Vбок. -  объём  боковой  гиперповерхности ,  Vосн. -  объём  основания  гиперпирамиды ,  S  -  площадь  поверхности  основания.

    Граница  гиперпирамиды  трёхмерна  и  замкнута ,  она  состоит  из  основания  и  
боковой  гиперповерхности.  Боковая  гиперповерхность  состоит  из  пирамид  с  общей  вершиной . основаниями  этих  пирамид  являются  грани  многогранника ,  лежащего  в  основании  гиперпирамиды. Все  боковые  пирамиды  имеют  высоты ,  равные  высоте  гиперпирамиды. Объём  боковой  гиперповерхности  будет  равен  сумме  объёмов  этих  пирамид .  Объём  пирамиды  равен  произведению  одной  трети площади  основания  на  

высоту.  Найдём  объём  боковой  гиперповерхности  гиперпирамиды ,  он  равен 
[image: image225.wmf]
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SH  ,  так  как  
                       V1 +V2 + V3 + … + Vn =
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1

S1H  + 
[image: image228.wmf]3

1

S2H  + 
[image: image229.wmf]3

1

S3H  + … + 
[image: image230.wmf]3

1

SnH =
                          = 
[image: image231.wmf]3

1

(S1 +S2 + S3 + … +Sn)H=  
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где    V1 ,V2, V3 , …,  Vn  - объёмы  боковых  пирамид ,   S1 ,S2 , S3 , … ,Sn  -  площади  граней  основания  гиперпирамиды ,  Н – высота  боковых  пирамид ,  равная  высоте  гиперпирамиды , n – число  граней  многогранника ,  лежащего  в  основании  
гиперпирамиды. Сумма  площадей  граней  многогранника  равна  площади  S  основания  гиперпирамиды.  Поэтому 
                                               V = Vосн. +  
[image: image233.wmf]3
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Теорема  доказана.
106.                        Объём  границы   прямого    гиперцилиндра .
Теорема  Г 14.3.  Объём  границы  прямого  гиперцилиндра  равен  сумме  удвоенного 

                               объёма  основания  гиперцилиндра  и   произведения
                               площади    поверхности  основания  на  образующую.
Доказательство.  Пусть  V – объём  границы  прямого  гиперцилиндра , 
[image: image234.wmf].

осн

V

- объём  основания  , S – площадь  поверхности  основания  гиперцилиндра ,  Н – длина    образующей  или  высота  прямого  гиперцилиндра. 
   Рассмотрим  последовательность  объёмов  гиперповерхностей  прямых  гиперпризм ,  вписанных  в  гиперцилиндр. Основаниями  этих  гиперпризм  будут  вписанные  многогранники  в  основание  гиперцилиндра . Покажем ,  что  эта  последовательность  имеет  предел ,  который  принимают  за  объём  границы  гиперцилиндра .

   В стереометрии   (  для  цилиндра , конуса  и  шара )   рассмотрены  способы  построения  вписанных  многогранников  так , что  последовательность  площадей  поверхностей    этих  многогранников   при  неограниченном  увеличении  числа  граней будет  стремиться  к  площади  S  поверхности  основания  гиперцилиндра ,а  последовательность   объёмов  этих  же  многогранников  к  объёму  основания  гиперцилиндра.

      Так  как  объём  Vn гиперповерхности  прямой  гиперпризмы  равен   произведению   площади  Sn поверхности  основания  гиперпризмы  на длину  бокового  ребра  . а  для  вписанной  гиперпризмы   в  гиперцилиндр  ребро  является   его  образующей    и  имеет  длину  Н ,  то  Vn  =  SnH .   При  неограниченном  увеличении  числа  граней  n  вписанного  многогранника ,  лежащего  в  основании  этой  гиперпризмы последовательность  объёмов   гиперпризм  Vn   стремится  к  SH.
      Равные  основания  гиперцилиндра  имеют  равные  объёмы.  Поэтому  объём  границы  прямого  гиперцилиндра  определяется  по  формуле  V =  2
[image: image235.wmf].

осн

V

+ SH.

 Теорема  доказана.
107.                            Объём  границы  прямого    шароконуса.
Теорема  Г 14.4.  Объём  боковой  гиперповерхности  прямого  шароконуса  равен  одной
                              трети  произведения  площади  основания  на   высоту. 
Доказательство.  Опишем  около  прямого  шароконуса  гиперпирамиду. Основанием  этой  гиперпирамиды  является  выпуклый  многогранник  с  малыми  гранями  ,  описанный  около  шара. Пусть  S’  -  площадь  поверхности  этого  многогранника ,  т. е.  сумма площадей  его  граней. Площадь  поверхности  многогранника ,  при  условии,  что  линейные  размеры  граней,  т. е.  расстояние  между любыми  двумя  точками любой  грани, сколь  угодно  малы , стремится  к  площади  поверхности  шара.  
            Объём  боковой  гиперповерхности  гиперпирамиды  равен  сумме  объёмов  пирамид,  имеющих  своими  основаниями  грани  многогранника,  а  вершиной – вершину шароконуса. Так  как  все  пирамиды  имеют  одну  и  туже  высоту ,  равную  высоте  шароконуса  Н , то  объём  боковой  гиперповерхности  гиперпирамиды  равен  V =
[image: image236.wmf]H
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         Объём  боковой  гиперповерхности  описанной   гиперпирамиды  больше объёма  боковой  гиперповерхности шароконуса.  При  неограниченном  увеличении  числа  граней  многогранника ,  описанного  около  основания  шароконуса,  последовательность  объёмов боковых  гиперповерхностей  гиперпирамид стремится  к  
[image: image237.wmf]H
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,  где  Н – высота  шароконуса,  R – радиус  шара.  Эта  величина  является  объёмом  боковой  гиперповерхности  шароконуса.  Теорема  доказана.
Теорема  Г 14.5.  Объём  границы  прямого  шароконуса  вычисляется  по  формуле
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,  
                              где  R  -  радиус  основания ,  Н – высота  шароконуса.
Доказательство.  Пусть  R – радиус  основания  шароконуса ,  Н – его  высота,  тогда  объём  боковой  гиперповерхности  шароконуса   V =   
[image: image239.wmf]H
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,  объём  основания  шароконуса  вычисляется  по  формуле  V =
[image: image240.wmf]3
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.  Объём  границы шароконуса  равен  сумме  объёмов  основания  и   объёма  боковой  гиперповерхности.   Поэтому  объём  границы  шароконуса  определяется  по  формуле  
[image: image241.wmf])
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.  Теорема  доказана.
108.                     Объём  границы  прямого  цилиндроконуса.
Теорема  Г 14.6.  Объём  боковой  гиперповерхности   прямого  цилиндроконуса  равен 

                              одной  трети  произведения  площади  основания  на  высоту 
                               цилиндроконуса.
Доказательство. Впишем  в  прямой  цилиндроконус  гиперпирамиду,  основанием  которой  является  правильная  п – угольная  призма . При  неограниченном  увеличении  п  площадь  поверхности  призмы  неограниченно  приближается  к  площади  поверхности  цилиндра.
     Объём  боковой  поверхности  вписанной  гиперпирамиды  равен  сумме  объёмов  пирамид,  имеющих  своими  основаниями  грани  призмы ,  а  вершиной – вершину  цилиндроконуса.  Так  как  все  пирамиды  имеют  одну  и  ту  же  высоту,  равную  высоте  цилиндроконуса  Н ,  то  объём  боковой  гиперповерхности  гиперпирамиды  равен  одной  трети  площади  поверхности   призмы  на  высоту  цилиндроконуса.
     Объём  боковой  гиперповерхности  вписанной  гиперпирамиды  меньше  объёма  боковой  гиперповерхности  цилиндроконуса.  При  неограниченном  увеличении  числа  боковых  граней  призмы,  вписанной  в  основание  цилиндроконуса,  последовательность  объёмов  боковых  гиперповерхностей  гиперпирамид  стремится  к       
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, где  R – радиус основания  цилиндра, h – высота  цилиндра,  H – высота  цилиндроконуса.  Эта  величина  является  объёмом  боковой  гиперповерхности  цилиндроконуса.  Теорема  доказана.

Теорема  Г 14.7.  Объём  границы   прямого  цилиндроконуса вычисляется  по  формуле
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                              где  R -  радиус  основания  цилиндра,  h – высота  цилиндра,  Н – 
                              высота   цилиндроконуса . 
Доказательство.  .Пусть  R – радиус  основания,  h – высота  цилиндра, Н – высота  цилиндроконуса,  тогда  объём  основания  цилиндроконуса  равен  объёму  цилиндра  и  вычисляется  по  формуле  V = 
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,  а   объём  боковой  гиперповерхности  цилиндроконуса  вычисляется  по  формуле  V=
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. Объём  границы  цилиндроконуса  равен  сумме  объёма  основания  и  объёма  боковой  гиперповерхности.
Поэтому  объём  границы  цилиндроконуса  определяется  по  формуле
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Теорема  доказана.
108.                           Объём  границы  гипершара.
Теорема  Г14.8.        Объём  границы  гипершара   равен  удвоенному  произведению
                                    квадрата  числа  
[image: image248.wmf]p

  на  куб   его   радиуса.  
Доказательство .Пусть  V – объём  границы  гипершара ,  R -  радиус  этого  гипершара.  Впишем  в  этот  гипершар и  опишем  около  него  гипермногогранники при  условии ,  что  число гиперграней   будет  неограниченно  увеличиваться  и  расстояние  между  любыми  двумя  точками  гиперграни  будет  сколь  угодно  мало.  Разобьём  эти    гипермногогранники  на  гиперпирамиды  с  вершинами  в  центре  гипершара ,  основаниями  которых  являются  гиперграни  гипермногогранников 
  Гиперобъём  описанного  гипермногогранника  равен  сумме  объёмов  гиперпирамид .  Так  как  все  гиперпирамиды  имеют  одну  и  ту  же  высоту ,  равную  радиусу  гипершара , то  гиперобъём  гипермногогранника  W  =
[image: image249.wmf]4
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V`R,  где  V` - сумма  объёмов оснований  гиперпирамид .
  Гиперобъём  гипермногогранника  больше  гиперобъёма гипершара ,  но  меньше  гиперобъёма  гипершара  с  тем  же  центром  и  радиусом  R + 
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Отсюда   
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     Мы  видим ,  что  объём  гиперповерхности  гипершара ,  т.е. гиперповерхности гиперсферы ,  при  неограниченном  уменьшении  
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,  стремится  к   
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 является   объёмом  границы  гипершара.  Теорема  доказана.
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