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1.1 Иррациональные уравнения

Уравнение называется иррациональным, если над неизвестными в этом  уравнении наряду с другими операциями совершается операция извлечения корня.

Иррациональные уравнения в элементарной алгебре рассматриваются лишь на множестве действительных чисел. Все выражения под радикалами четных степеней могут принимать только неотрицательные значения,  и для самих радикалов следует брать только неотрицательные (арифметические) значения. Так, например, 
[image: image102.wmf]Û

î

í

ì

>

+

+

=

-

.

0

2

3

,

)

2

3

(

)

2

(

2

2

x

x

x

 имеет смысл только при х+3
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0, т. е. при х
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-3, в частности при х=13 получаем 
[image: image4.wmf]4
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=2 ( и только «+2»). Выражения под радикалами нечетных степеней могут принимать любые действительные значения, и каждый из таких радикалов имеет единственное значение.

Алгебраические методы решения иррациональных уравнений основаны на возможности замены эквивалентными,  рациональными уравнениями «исключением радикалов».

При преобразованиях от одного уравнения к другому следует различать три случая: 

- второе уравнение равносильно исходному уравнению;

- является следствием исходного уравнения;

- не является следствием исходного уравнения.

В случае равносильности корни обоих уравнений совпадают, т. е. каждое из уравнений является следствием другого уравнения и преобразование обратимо.

Если исходное уравнение заменить следствием, то может оказаться, что второе уравнение (следствие) имеет корни, не являющиеся корнями исходного уравнения. Такие корни называются посторонними. Если же уравнение преобразовано так, что полученное уравнение не является его следствием, то некоторые корни исходного уравнения не будут корнями второго. Такие корни называются потерянными. 

Пример 1. Рассмотреть с точки зрения равносильности следующие пары уравнений:

а) 
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Решение:

 а) неравносильны, так как  
[image: image11.wmf])
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x
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=|f(x) |; первое из уравнений является следствием второго, т. е. при таком преобразовании может произойти потеря корней;

б) равносильны;

в) и г) второе уравнение следствие первого, так как из условия f(x) g(x)>0 вытекает либо система f(x)>0, g(x)>0, либо f(x)<0, g(x)<0, в то время как из первого следует лишь одна система f(x)>0, g(x)>0, т. е. при таком преобразовании могут появиться посторонние корни.

Итак, при проведении преобразований уравнения можно дать следующие рекомендации:

· по возможности необходимо применять преобразования, приводящие к равносильным уравнениям;

· недопустимы преобразования, ведущие к сужению ОДЗ, т. е. к потере корней (ситуация (а) в примере 1);

· в случае вынужденных преобразований, расширяющих ОДЗ и, следовательно, приводящих к возможности приобретения посторонних корней, следует установить способ выявления этих корней.

Пример 2. Решить уравнение
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 Решение

        1способ  |х-2|=3+2х – имеем уравнение, равносильное исходному.

 Если х»2, то х-2=3+2х, х=-5 не является корнем, т. к. -5«2.

 Если х<2, то –х+2=3+2х, -3х=1, х=-
[image: image13.wmf]3

1

.

Так как все преобразования были равносильными, то проверка не нужна.

Ответ: -
[image: image14.wmf]3

1

.

        2способ. Возведем обе части уравнения в квадрат, т. е. (х-2)2=(3+2х)2. Заметим, что при данном преобразовании получаем уравнение, неравносильное исходному уравнению, т. е. могут появиться посторонние корни, которые можно выявить в данном случае проверкой полученных корней (при этом достаточно установить знаки левой и правой частей уравнений) или заменой исходного уравнения равносильной системой:
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х1,2 =
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 EMBED Equation.3  [image: image18.wmf]3
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Так как для х=-5 условие х>-3/2 не выполняется, то корнем уравнения является только х=-
[image: image19.wmf]3
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.

Ответ: -
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Пример 3.  Решить уравнение

х2-5х+
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Решение. Приводя подобные члены, получим уравнение х2-5х+6=0, которое имеет два      корня: х1=2, х2=3. Исходное уравнение имеет лишь один корень х=3, так как его ОДЗ х-2,5»0 или х»2,5. Данное преобразование привело к расширению ОДЗ и появлению постороннего корня.

Ответ: 3.

Пример 4.  Решить уравнение

4
[image: image23.wmf]х

-

3

+6=5х.

Решение. ОДЗ уравнения 3-х»0, x«3. 

Перенесем число 6 в правую часть уравнения и возведем обе части в квадрат:

           4 
[image: image24.wmf]х
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=5х-6;

16(3-х)=(5х-6)2;    

48-16х=25х2-60х+36;

25х2-44х-12=0; х1=2; х2=-
[image: image25.wmf]25
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Оба числа х1=2; х2=-
[image: image26.wmf]25

6

 принадлежат области определения уравнения, но х2=-
[image: image27.wmf]25

6

- посторонний корень. Это позволяет выявить проверка. Действительно. Левая часть исходного уравнения неотрицательна при всех допустимых значениях неизвестного, и в частности при х2=-
[image: image28.wmf]25

6

, а правая часть этого уравнения при х2=-
[image: image29.wmf]25

6

 отрицательна, значит число х2=-
[image: image30.wmf]25

6

 не является корнем уравнения.

Ответ:2.

Посторонние корни часто можно отсеивать по ходу решения уравнения, накладывая на ту или иную часть уравнения дополнительные ограничения. В рассмотренном примере 4 можно было положить ограничения на правую часть уравнения 5х>0. Число х2=-
[image: image31.wmf]25
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 этому ограничению не удовлетворяет и поэтому его можно отбросить, не подставляя в уравнение. Последнее удобное в тех случаях, когда отсеивание  посторонних корней подстановкой их в уравнение представляет большие трудности.

Пример 5. Решите уравнение

    
[image: image32.wmf].
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Возведем обе части уравнения в квадрат, получим

     2х-3=16-8х+х2 или  х2-10х+19=0.

Это уравнение имеет корни х1,=5+
[image: image33.wmf]6

и х2=5-
[image: image34.wmf]6

. Проверка затруднительна. Поэтому в данном случае следует найти ОДЗ: 2х-3»0 и сделать ограничение 4-х>0 (равенство 4-х=0 невозможно), т. е. 
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 Корень 5+
[image: image36.wmf]6

 не удовлетворяет ограничению х<4.
Ответ: 5-
[image: image37.wmf]6

 (проверка не нужна).

Пример 6. Решите уравнение

[image: image38.wmf]х

=х-2.

Решение. Возведем обе части в квадрат, получим

                   х=х2-4х+4 или х2-5х+4=0.

По теореме Виета х1,=1, х2=4.

Проверка: 1) х=1, тогда 
[image: image39.wmf],
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1=-1 ложно.

      2) х=4, тогда  
[image: image40.wmf]2
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, 2=2 верно.

Ответ: 4.

Замечание. Если при решении уравнений или систем уравнений делается проверка, то область допустимых значений можно и не находить. Но там, где ОДЗ легко и быстро найти, то, найдя его и не делая никаких преобразований  уравнения, можно уже выяснить ответ.

Пример 7. Решите уравнение
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Решение. ОДЗ уравнения: 
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Система неравенств противоречива. Уравнение не имеет решений.

Ответ: нет решения.

Пример 8. Решите уравнение

[image: image43.wmf].
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Решение. Левая часть уравнения заведомо положительная, так как корни арифметические. Уравнение не имеет решений.

Ответ: нет решения.

            Пример 9. Решите уравнение.
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Решение. ОДЗ уравнения: 
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 EMBED Equation.3  [image: image46.wmf]
Общая часть х=2. Но при х=2 левая часть уравнения равна нулю, а правая – двум, что невозможно.

Ответ: нет решений.

Пример 10. Решите уравнение

[image: image47.wmf].
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Решение. Один из радикалов перенесем в правую часть уравнения и , везведя обе части уравнения в квадрат, получим
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 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf].
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Снова возводим в квадрат

49х2-28х+4=4(5х-2)(3х-2);

                                                        11х2-24х+4=0;

откуда  х1=2, х2=
[image: image50.wmf]11

2

.

Теперь можно сделать проверку или найти ОДЗ уравнения. Так как проверка при х2=
[image: image51.wmf]11
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 емкая, то лучше найти ОДЗ.

ОДЗ уравнения: 
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Число 
[image: image53.wmf]11

2

 не удовлетворяет условию х»1 и, следовательно, не принадлежит области определения данного уравнения, а потому не может быть его корнем. Число 2 удовлетворяет условию х»1. Подстановкой этого числа в уравнение убеждаемся, что оно является корнем.

Ответ: х=2.

Пример 11. Решите уравнение
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или х»0.

Умножим обе части уравнения на 
[image: image55.wmf]х
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 и уравнение примет вид:
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Уединим корень и возведем в квадрат обе части уравнения, запишем систему, равносильную уравнению:
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Раскрыв скобки в левой и правой частях, имеем
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 EMBED Equation.3  [image: image60.wmf]ï
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Учитывая ОДЗ, имеем х=
[image: image61.wmf]3
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 – корень уравнения.

Ответ: 
[image: image62.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image63.wmf]3
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1.2 Уравнения, содержащие кубические радикалы

Так как 
[image: image64.wmf])

(

)

(

3

x

g

x

f

=

 равносильно уравнению f(x)=g3(x), то корни исходного уравнения не нуждаются в проверке.

Пример 12. Решите уравнение

[image: image65.wmf].
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Решение. Возведя обе части уравнения в куб, получим

2х+7=3х-3;

х=10.

Проверка не нужна, так как все преобразования были равносильные.

Ответ: 10.

Пример 13. Решите уравнение
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Решение.  Возведя обе части уравнения в куб, получим

8х+4+3(8х+4)2/3(8х-4)1/3+3(8х+4)1/3(8х-4)2/3+8х-4=8;

16х+3(8х+4)1/3(8х-4)1/3((8х+4)1/3+(8х-4)1/3)=8;

Так как (8х+4)1/3+(8х-4)1/3=2, то приходим к уравнению

16х+6
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[image: image71.wmf].
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Произведение равно нулю, когда хотя бы один из множителей равен 0.

1) 8х-4=0; х=
[image: image72.wmf]2
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.         2) 
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Возведем обе части уравнения (2) в куб, получим 27(8х+4)= -  (64х2-64х+4);

27(2х+1)= - (16х2-16х+1);

54х+27= - 16х2+16х-1;

16х2+38х+28=0;

8х2+19х+14=0;

Так как Д=361-448<0, то уравнение не имеет корней.

Ответ: 0,5.

1.3. Способ введения вспомогательных неизвестных

Пример 14. Решите уравнение

х2-3х+ х2-3х+
[image: image74.wmf].
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 Решение. Запишем уравнение так:

х2-3х+5+
[image: image75.wmf]0
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Обозначим 
[image: image76.wmf]5
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=t     (t>0), тогда уравнение запишется в виде

 t 2-+t-12=0.
Откуда t1=3 (t2= - 4 – негоден , так как t>0).

Значит 
[image: image77.wmf]5
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=3. Возведя в квадрат, получим х2-3х-4=0.

Откуда х1=4;   х2= - 1. Непосредственной подстановкой каждого из этих чисел в уравнение убеждаемся, что они являются корнями.

Ответ: 4; - 1. 

Пример 14. Решите уравнение
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Решение.  Положим 
[image: image80.wmf]4

3

8

+

х

=а     (а>0), тогда а2+а-6=0.

Откуда а1=2,   (а2= - 3 – негоден, так как а>0).

Значит 
[image: image81.wmf]4

3

8

+

х

=2. Возводя обе части в четвертую степень, получим 

х3+8=16;  х3=8; х=2.

Ответ: 2.

Пример 15. Решите уравнение
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Решение. Пусть 
[image: image83.wmf]3

16
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х

=а,  тогда х-16= а3, х= а3+16, х+45= а3+16+45= а3+61. Уравнение примет вид: 
[image: image84.wmf].
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 Возведя в куб, получим а2+а-20=0, откуда а1=4, а2=-5.

Тогда х1=43+16=64+16=80;  х2=(-5)3+16=-125+16=-109. 

Ответ: 60; - 109. 

1.4. Системы, содержащие иррациональные уравнения

При решении этих систем следует иметь в виду все то, что было сказано о решении иррациональных уравнений.

Пример 16. Решить систему
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Решение. Пусть 
[image: image86.wmf]y

x

+

=z>0, тогда получим относительно z уравнение z2+ z-20=0. Решив это уравнение, найдем z1=4, z2=-5 (z2=-5 – негоден, т. к  z>0). Следовательно, первоначальная система равносильна системе
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Выразим Y через X из первого уравнения системы y=16-x и поставим во второе уравнение системы. Получим

              х2+(16-х)2=136;

  х2+256-32х+ х2=136;;

              2х2-32х+120=0;

х2-16х+60=0;

х1=10,     х2=6;

y1=6,       y2=10.
Ответ: (10;6), (6;10).

 Пример 17. Решить систему
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Решение. Пусть 
[image: image89.wmf]4

x

=а»0, 
[image: image90.wmf]5

y

=b. Тогда система примет вид:
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Поделив первое уравнение на второе, имеем
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   a2-ab+b2=7                 (2)

Найдя из второго уравнения системы (1) b=5-a   и подставив в (2), имеем 

a2-a(5-a)+(5-a)2=7  или
a2-5a+ a2+25-10 a+ a2=7;

3a2-15a+18=0;

a2-5a+6=0;

a1=3, a2=2;

b1=2, b2=3.

Тогда      x1=34=81,             x2=24=16;

                 y1=25=32,            y2=35=243.

Ответ: (81; 32),  (16; 243).

Пример 18. Решить систему
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Решение. Перепишем систему в виде  
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Возведя обе части каждого уравнения в квадрат, имеем
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Вычитая из первого уравнения второе, имеем
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Подставляя значение х=0 в первое уравнение данной системы, получим у=0.

Ответ: (0; 0).

1.5. Задачи для самостоятельного решения

Решить уравнения
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Решить системы уравнений
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