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Показательные уравнения
Уравнения, содержащие переменную в показателе степени, называются показательными.
1. Простейшее показательное уравнение 

Простейшее показательное уравнение – это уравнение вида 

                                                         ax = b,                                                               (1)

где a>0 и а
[image: image1.wmf]¹

1. Из свойства показательной функции следует, что уравнение (1) имеет не более одного решения (корня):

если 
[image: image2.wmf]0
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, то уравнение (1) не имеет корней;

если b>0, то корнем уравнения (1) является число х=logab.
В тех случаях, когда число b можно представить в виде степени числа а, не используя понятие логарифма, т.е. b=ay, корнем уравнения 91) является число y.
Пример. Решить уравнение 9х=27.

Решение. Так как 27=33, а 9=32, то 27=33=(32)1,5=91,5. Тогда данное уравнение примет вид 9х=91,5. Откуда х=1,5.

Рассмотрим наиболее типичные методы решения показательных уравнений.

2. Метод уравнивания оснований

Этим способом удается решить такие уравнения, которые с помощью равносильных преобразований приводятся к уравнению вида 

                                                аf(x) = ah(x).              (2)
Далее используется утверждение, вытекающее из свойства монотонности показательной функции:

если a > 0 и a
[image: image3.wmf]¹

1, то уравнение (2) равносильно уравнению 

                                                 f(x) = h(x).        (3)

Пример 2.1. Решить уравнение  
[image: image4.wmf]х
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Решение. Преобразуем данное уравнение к виду (2). Для этого используем формулы (1.1), (1.2), (1.3) (см. приложение). Приведем степень в левой части уравнения к основанию 
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Так как 
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>0; 
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 EMBED Equation.3  [image: image11.wmf]¹

1, 
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то это уравнение равносильно уравнению 2х-3х+3=1, решая которое находим х=2.

Ответ: 2.

Пример 2.2. Решить уравнение 0,5х+2 = 8
[image: image13.wmf]9
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Решение. Заметим, что 0,5=2-1; 8=23. Следовательно, уравнение принимает вид (2-1)х+2 = (23) 
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Полученное уравнение сводится к квадратному уравнению при условии, что знаменатель дроби не обращается в нуль:
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Решениями этой системы, а значит, и корнями данного уравнения являются числа -5 и -3.

Пример 2.3. Решить уравнение 62х+1=33х  ( 2х+2.

Решение. Разделив обе части уравнения на 33х(2х+2
[image: image18.wmf]¹

0, получим
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Ответ: 1.

Пример 2.4. Решить уравнение 
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2

1

2

9

27

-

-

=

х

х

х

.

Решение. ОДЗ х
[image: image24.wmf]¹

0. Запишем обе части уравнения в виде степеней с дробными показателями (см. приложение ф-ла (1.4)).

27
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Будет потеря корней, если обе части последнего уравнения поделить на 2х-1 (часто встречаемая ошибка). Следует записать все в одной части уравнения и выражение 2х-1 вынести за скобки.

Имеем (2х-1) (
[image: image29.wmf]х
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 - 1) = 0. Откуда:

1) 2х-1=0, х = 0,5;                   2) 
[image: image30.wmf]х
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 - 1 = 0, х = 3.

Ответ: 0,5; 3.

3. Метод вынесения за скобки

Пример 3.1. Решить уравнение 3х + 4( 3х-1 + 2( 5х-1 = 19( 5х-2 - 4( 3х-2.

Решение. Перенося с одинаковыми основаниями в одну и ту же часть уравнения и вынося за скобки степень  с наименьшим показателем, преобразуем данное уравнение так:

3х + 4( 3х-1 + 4( 3х-2 = 19( 5х-2 - 2( 5х-1 ( 3х-2 (9 +4( 3 + 4) = 5х-2 (19 - 2( 5) (
( 3х-2 ( 25 = 5х-2 ( 9.

Записывая последнее равенство  в виде пропорции, имеем 
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Ответ: 4.
Пример 3.2. Решить уравнение 5(32х-1 – 9х-0,5 = 9х + 4(32х-2.

Решение. Используя (см. приложение ф-ла (1.1)), имеем 

5(32х( 3-1 – 9х ( 9-0,5 = 9х + 4(32х( 3-2  (  
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9х (
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 - 3) = 9х (1 + 
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), так как 9х 
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 0, то, поделив на него, имеем -
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Ответ: решения нет.

Пример 3.3. Решить уравнение 9х – 2х+
[image: image38.wmf]2

1

 = 2х+
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 – 32х-1.

Решение. Используя правила действий со степенями (см. приложение ф-ла (1.1)),  имеем

9х-2х(2
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1

=2х(2
[image: image41.wmf]2

7

 – 32х(3-1   (   9х + 9х (
[image: image42.wmf]3

1

=2х(2
[image: image43.wmf]2

1

2

7

2

2

×

+

х

  ( 

9х (1 + 
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Делим на 
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, откуда х = 1,5.

Ответ: 1,5.

4. Метод введения нового неизвестного (метод замены переменной)

Большое число показательных уравнений сводится к квадратному или кубическому уравнению. При этом удобно вводить новые неизвестные.

Пример 4.1. Решить уравнение 22х+1 + 2х+2 = 16.

Решение. Запишем уравнение в виде 2( 22х – 2х ( 22 – 16 = 0.

Пусть 2х = t, t > 0, получим относительно t квадратное уравнение

2 t2 - 4 t – 16 = 0 ( t2 - 2 t – 8 = 0, откуда t1 = - 2, t2 = 4.

Так как величина t как показательная функция положительна при любом  значении х, то корень t1 = - 2 отбрасывается. 

Вернемся к замене  2х = 4 или 2х = 22,  х = 2.

Ответ: 2.

Пример 4.2. Решить уравнение 4х + 16х = 20.

Решение. Пусть 4х = t, t > 0тогда, заметив, что 16х = t2, приходим к уравнению t + t2 = 20. Корнями квадратного уравнения служат числа t1 = -5, 

t2 = 4. Так как величина t как показательная функция положительна при любом  значении х, то корень t1 = - 5 отбрасывается. 

Вернемся к замене 4х = 4, откуда х=1.

Ответ: 1.
Задания для самостоятельного решения

I. Решите уравнения

	1) 25х+1 = 42х;
	2) 
[image: image49.wmf]3
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	3) 37х+2 = 93х;
	4) 5
[image: image50.wmf];
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	5) 2( 4х – 3 ( 2х – 2 = 0;
	6) 4-х = 0,125;

	7) 3 ( 25х – 14 ( 5х – 5 = 0;
	8) 
[image: image51.wmf];
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	9) 2
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 = 8х+1;
	10) 3х+2 – 3х = 216;

	11) 27
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	12) 2х – 2х-2 = 3;

	13) 8( 2х = 0,5;
	14) 2х+3 – 2х = 112;

	15) 
[image: image54.wmf];
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	16) 
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	17) 32х – 6 ( 3х + 5 = 0;
	18) 43х = 2
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II. Укажите промежуток, которому принадлежит корень уравнения
1) 
[image: image57.wmf].
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а) [- 2; - 1);

б) [- 1; 1);

в) [1; 3);

г) [3; 5).

2) 
[image: image58.wmf].
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а) (3; 9];

б) ( - 7; 0);

в) ( - 9; - 7];

г) (0; 3].

3) 
[image: image59.wmf].
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а) ( - 1; 1];

б) (1; 10];

в) ( - 3; - 1];

г) (16; 20].

4) 
[image: image60.wmf].
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а) ( -3; -2];

б) (-2; 0);

в) [2; 5);

г) [0; 2).

III. Укажите сумму корней уравнения

 49 ( 72х – 50 ( 7х + 1 = 0.

а) 1;


б) 2;


в)  -2;


г) 50.
Приложение

Свойства степеней и формулы, справедливые для арифметических корней

	ax ( ay = ax+y
	(1.1)
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	a- x = 
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	(1.8)

	(ax)y = axy
	(1.3)
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	a0 = 1
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