Периодические функции* (урок 5).

В природе и технике достаточно часто встреча​ются процессы, которые периодически повторяют​ся с течением времени. Периодически изменяющи​еся величины описывают с помощью периодичес​ких функций. 
Определение периодической функции:

Пусть задана некоторая функция 
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на области оп​ределения 
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 называется периоди​ческой,     если существует такое положительное число Т.   что для любого 
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справедливо:
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Определение непериодической функции строит​ся как отрицание определения периодической функции.

Функция 
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 не является периодической, если для любого 
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, что не будет выполнен; хотя бы одно из условий   1) — 3).
Пример А. Докажите, что функция 
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не является периодической.

Область определения данной функции — все дей​ствительные числа, кроме 0, т.е. 
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¹

x

. Пусть Т — произвольное положительное число. Так как 
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принадлежит области определе​ния. Но 
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 Нарушено условие  1), следовательно, функция 
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 не является периодической. 

Пример Б. Докажите, что функция 
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не является периодической.

Область определения данной функции — множест​во R, поэтому для любого  Т 
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. Значит, нужно доказать, что для любого   Т > 0  существует (хотя бы одно) значение х, для которого 
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. В качестве такого х   можно взять, например, х=0. Тогда 
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Теперь рассмотрим, в чем заключается второй путь доказательства непериодичности функции. Он основан на таком очевидном утверждении:

если все периодические функции обладают некото​рым свойством, а данная функция им не обладает, то она не является периодической.

Пойти по этому пути доказательства возможно в том случае, когда определен набор необходимых свойств периодических функций. Укажем некото​рые такие свойства.

I.
Если точка 
[image: image25.wmf]0
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принадлежит области определения периодической функции с периодом Т, то ее области определения принадлежат и все точки 
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. Это значит, что область определения периодической функции содержит положительные и отрицательные числа, сколь угодно большие по абсолютной величине.

Отсюда, например, вытекает, что функция 
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не является периодической, так как лю​бое 
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не принадлежит ее области определения.

II.
Периодическая функция 
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принимает каждое свое значение при бесконечном числе значений х, среди которых есть положительные и отрицательные числа, сколь угодно большие по абсолютной величине.

Это свойство вытекает из равенства 
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верного для периодической функ​ции с периодом 
[image: image31.wmf]0

f

T

. В частности, периодичес​кая функция не может быть строго монотонной на всей области определения.

Например, сразу ясно, что функция 
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не может быть периодической, поскольку она строго монотонна.

III.
Периодическая функция не может иметь на своей области определения конечного числа точек разрыва.


Например, функция 
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 не является периодической, так как имеет только две точки раз​рыва: х = 0  и х = 2.

IV.
Если 
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— периодическая функция, определенная на всей числовой прямой, то уравнение 
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где Т рассматривается как неиз​вестное, а х — как параметр, имеет по крайней мере одно положительное решение 
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, удов​летворяющее этому уравнению при всех значениях параметра 
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Пример В. Докажите, что функция 
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не является периодической.

Предположим, что 
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- периодическая функ​ция с периодом Т > 0. Тогда при любом х верно 
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При х = 0  выполняется равенство 
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При 
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Складывая почленно полученные два равенства, получим: 
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Так как дробная часть числа неотрицательна, то из 
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 следует, что Т – целое число. Если 
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следует, что 
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 не является целым числом. Единственно возможный случай Т=0, но это значит, что функция 
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не является периодической. 
V. Если для периодической функции 
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с пе​риодом Т на некотором промежутке 
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 выполнено неравенство 
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, то это неравен​ство выполняется и для любого значения перемен​ной х.
Из этого утверждения вытекает, что для перио​дической функции
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, определенной и непре​рывной на всей числовой оси, существует такое число М > 0, что неравенство 
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выпол​няется для всех 
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Задание 1. Докажите, что функция  
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является периодической с периодом 
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Решение. Областью определения функции 
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является вся числовая ось. Поэтому для любого х точки 
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принадлежат области определения. Про​верим равенство 
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Задание 2. Найдите основной период функции 
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Решение. Функция определена на множестве действитель​ных чисел, поэтому числа 
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принадле​жат области определения функции. Число 2
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яв​ляется периодом функции, так как 
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Докажем, что никакое положительное число Т, меньшее 2
[image: image69.wmf]p

,  не является периодом функции 
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Предположим противное: существует число Т, меньшее 2
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,   которое является периодом функции 
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. Рассмотрим число 
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Но 
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. Получили противоречие. Значит,  число 2
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яв​ляется основным периодом функции.
Задание 3. Найдите главный период функции  
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Решение. Областью определения данной функции являет​ся вся числовая прямая. Пусть Т — период данной функции, тогда для любого х имеем 
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При х = 0  получаем уравнение для   Т: 
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 Поскольку 
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 выполняется неравенство  
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,  поэтому Т удов​летворяет системе уравнений 
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Наименьшим положительным решением этой системы является число   Т= 2
[image: image84.wmf]p

,   Проверим, что Т= 2
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 действительно является периодом данной функции. Действительно, для любого х числа 
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  принадлежат области определения данной функции и
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Поэтому число Т= 2
[image: image89.wmf]p

является главным пери​одом данной функции.
Задание 4. Докажите, что функция 
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 не является периодической.
Решение. Уравнение 
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, где а – некоторое фиксированное число, принадлежащее множеству значений функции 
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[image: image93.wmf](

)

(

)

0

1

1

10

2

=

-

+

+

-

-

a

a

x

a

x

. Отсюда ясно, что оно не может иметь более двух корней. Поэтому каждое свое значение функция 
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 принимает не более чем в двух точках. Значит, она не является периодической, в соответствии со свойством II.
Задание 5. Докажите непериодичность функции 
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Решение. Функция 
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 определена на отрезке [— 1; 1] и, следовательно, не является периодической в силу свойства I.
Задание 6. Докажите непериодичность функции 
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Решение. Область определения данной функции — вся числовая прямая. Допустим противное: функция 
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 - периодическая и  Т> 0 - ее период. Так как 
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определена на всей числовой прямой и 
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Но это неравенство не выполняется при 
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Задание 7. Нечетная периодическая функция 
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 с периодом 7 определена для всех действительных чисел. Найти значение выражения 
[image: image108.wmf](

)

(

)

(

)

4

14

11

2

-

-

f

f

f

.

Решение. По условию 
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 - периодическая с периодом, равным 7, значит 
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 - нечетная функция, определенная для всех действительных чисел. Кроме того, 
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Итак, 
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Ответ: -2.

Задание 8. Найдите значение параметра а (или произведение таких значений, если их несколько), при которых период функции 
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 равен 
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Решение. Имеет место, следующее утверждение: « Если функция 
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Запишем заданную функцию в виде 
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 EMBED Equation.3  [image: image123.wmf](
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. Следовательно, для периода этой функции выполнено условие 
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В итоге, для определения а мы приходим к уравнению 
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Их произведение равно 12.

Ответ:12.

Задание 9. Найдите основной период функции 
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Решение. Период функции 
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, период функции 
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 равен Т= НОК (Т1, Т2)=24.

Ответ: 24.

Также  см. теорию А.Г.Мордкович, П.В.Семенов. Алгебра и начала анализа. Учебник.  § 9.
Решение задач: А.Г.Мордкович и др. Алгебра и начала анализа. Задачник. № 9.4(а), №9.6 – 9.7 (а), 9.21(а), 9.32

Домашнее задание: 
Теория: знать определение и свойства периодических функций, повторить свойства тригонометрических функций. 

Практика: А.Г.Мордкович и др. Алгебра и начала анализа. Задачник.№9.4(б), №9.7(в, г), №9.11(в, г), №9.20 – 9.22(в, г), №9.28 – 9.29(б), №9.33

Графики тригонометрических функций.
Урок 6.


[image: image132.emf]График функции y = sin x

Свойства функции:

1. D(sinx) = R

2. y = sin x –нечетнаяфункция, 

графиксимметриченотносительно

началакоординат

3.    периодичноть:  T = 2π

4.    sin x  = 0 прих= πn, n



Z (нулифункции)

5.    промежуткизнакопостоянства:

sin x > 0  при 0+ 2πn< x < π+ 2πn, n



Z

sin x < 0  при π+ 2πn< x < 2π+ 2πn, n



Z 

6.   промежуткимонотонности:

x



[-

π

/

2 

+ 2πn; 

π

/

2 

+ 2πn],n



Z

–возрастает

x



[

π

/

2 

+ 2πn; 

3π

/

2 

+ 2πn], n



Z

–убывает

7.    экстремумы: 

y 

max

= 1  прих= 

π

/

2 

+ 2πn, n



Z

y 

min

= -1  прих= -

π

/

2 

+ 2πn, n



Z

8.   E(sinx) = [-1 ; 1]

9.   производная:

(sin x )´= cosx



 EMBED PowerPoint.Slide.8  [image: image133.emf]График функции y = cosx

Свойства функции:

1. D(cosx) = R

2. y = cosx –четная функция,

график симметричен относительно

оси ординат

3.    периодичноть:  T = 2π

4.    cosx  = 0 прих= 

π

/

2 

+ πn, n



Z (

нулифункции

)

5.    промежуткизнакопостоянства:

cosx > 0 при -

π

/

2

+ 2πn < x < 

π

/

2 

+ 2πn, n



Z

cosx < 0 при

π

/

2

+ 2πn< x <

3π

/

2 

+ 2πn, n



Z 

6.   промежуткимонотонности:

x



[ π+ 2πn; 2π+ 2πn],n



Z

–возрастает

x



[0+ 2πn;  π+ 2πn], n



Z

–убывает

7.    экстремумы: 

y 

max

= 1  прих= 2πn, n



Z

y 

min

= - 1  прих= π+ 2πn, n



Z

8.   E(cosx) = [-1 ; 1]

9.   производная:

(cosx )´= - sin x



[image: image134.emf]График функции y = tgx

Свойства функции:

1. D(tgx) =   x



R/ 

π

/

2 

+ πn, n



Z     

2. y = tgx –нечетная функция

график симметричен относительно

начала координат

3.    периодичноть:  T = π

4.    tgx  = 0 прих=πn, n



Z (

нулифункции

)

5.     промежуткизнакопостоянства:

tgx > 0 при 0 + πn < x < 

π

/

2 

+ πn, n



Z

tgx < 0 при -

π

/

2

+ πn< x < 0 + πn, n



Z 

6.   промежуткимонотонности:

x



[-

π

/

2

+ πn; 

π

/

2

+ πn], n



Z

–возрастает

7. экстремумов

нет

8. E(tgx) = R

9.   производная:

(tgx )´= 1/cos 

2

x



[image: image135.emf]График функции y = ctgx

Свойства функции:

1. D(ctgx) =    x



R /πn, n



Z 

2. y = ctgx –нечетная функция

график симметричен относительно

начала координат

3.    периодичноть:  T = π

4.    ctgx  = 0 прих=

π

/

2

+ πn, n



Z (

нулифункции

)

5.     промежуткизнакопостоянства:

c

tgx > 0 при 0 + πn< x < 

π

/

2 

+ πn, n



Z

ctgx < 0 при

π

/

2

+ πn< x < π+ πn, n



Z 

6.   промежуткимонотонности:

x



[0+ πn; π+ πn], n



Z

–убывает

7. экстремумов

нет

8. E(ctgx) = R

9.   производная:

(ctgx )´= - 1/sin 

2

x


Рассмотрите графики тригонометрических функций, свойства и выполните следующие задания: А.Г.Мордкович и др. Алгебра и начала анализа. Задачник. № 16.29(а), №16.34 (г), №16.59 – 16.60(б, г), №18.17(а), №19.3(а), №20.17(а), №20.23 – 20.27(а)
Домашнее задание: 
Теория: знать графики и свойства тригонометрических функций. 

Практика: А.Г.Мордкович и др. Алгебра и начала анализа. Задачник.№16.31(б), №16.34(г), №16.66-16.67(б), №16.71- 16.72(а), №17.10(б), №17.21 – 17.22(а), №20.22 – 20.27(б)
Подготовиться к контрольной работе№1!
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График функции    y = ctg x

Свойства функции:



		D(ctg x) =    x R / πn, nZ 

		y = ctg x – нечетная функция



       график симметричен относительно

       начала координат

3.    периодичноть:  T = π

4.    ctg x  = 0 при х = π /2 + πn, nZ (нули функции)

5.     промежутки знакопостоянства:

      ctg x > 0 при     0 + πn < x <  π /2 + πn, nZ

       ctg x < 0 при   π /2 + πn < x < π + πn, nZ 

6.   промежутки монотонности:

       x [0+ πn; π+ πn], nZ – убывает

		экстремумов нет

		E(ctg x) = R



9.   производная:

       (ctg x )´ = - 1/sin 2 x
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График функции    y = tg x

Свойства функции:



		D(tg x) =   x R/ π /2 + πn, nZ     

		y = tg x – нечетная функция



       график симметричен относительно

       начала координат

3.    периодичноть:  T = π

4.    tg x  = 0 при х = πn, nZ (нули функции)

5.     промежутки знакопостоянства:

      tg x > 0 при     0 + πn < x <  π /2 + πn, nZ

       tg x < 0 при   - π /2 + πn < x < 0 + πn, nZ 

6.   промежутки монотонности:

       x [- π /2 + πn;  π /2 + πn], nZ – возрастает

		экстремумов нет

		E(tg x) = R



9.   производная:

       (tg x )´ = 1/cos 2 x

















®YHKIHA y=tgx











_1134420894.unknown

_1134420950.unknown

_1134420992.unknown

_1134421009.unknown

_1134420927.unknown

_1134420768.unknown

_1134420859.unknown

_1134420815.ppt


График функции    y = sin x

Свойства функции:

		D(sin x) = R

		y = sin x – нечетная функция, 



       график симметричен относительно

       начала координат

3.    периодичноть:  T = 2π

4.    sin x  = 0 при х = πn, nZ (нули функции)

5.    промежутки знакопостоянства:

      sin x > 0  при       0 + 2πn < x < π+ 2πn, nZ

       sin x < 0  при       π + 2πn < x < 2π+ 2πn, nZ 

6.   промежутки монотонности:

       x [- π /2  + 2πn; π /2 + 2πn], nZ – возрастает

      x [ π /2  + 2πn;  3π /2 + 2πn], nZ– убывает

7.    экстремумы: 

       y max = 1    при х = π /2  + 2πn, nZ

       y min = - 1    при х = - π /2  + 2πn, nZ

8.   E(sin x) = [- 1 ; 1]

9.   производная:

       (sin x )´ = cos x
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