1. Исходные положения  Основные понятия булевой алгебры (при интерпретации их в алгебре классов) следующие: 
 1) Мы говорим о классах, группах или множествах,  которые можно обозначать буквами а, b, с, ..., х, у, ...  Почему мы отказываемся теперь от х, х', хn и x1 x2, x3,  х4...? Потому что в булевой алгебре классов мы встречаемся  с математическими объектами лишь одного типа, а не нескольких, как в символической логике, в которой нужно  помнить о предметах, свойствах, классах, отношениях,  суждениях и т. д. Поэтому удобно вернуться к системе  обозначений, более сходной с системой обозначений элементарной алгебры. 

2) a( b (читать: «а вэ b» означает а ИЛИ b ИЛИ ОБА,  т. е. класс предметов, содержащихся либо в классе а,  либо в классе b, либо в обоих классах.  Иногда в литературе вместо а \/ b применяют а + b, но это  неудобно, потому что существует одна интерпретация булевой алгебры (мы изложим ее ниже), при которой элементами, обозначаемыми буквами а, b, с,..., служат числа 1 и 0,  и получается, что а \/ b = a + b—ab, где ПЛЮС (+) и МИНУС (—) имеют теперь свое обычное арифметическое значение; поэтому целесообразно оставить за знаком плюс  его обычный смысл. 

3) a(b, ab (читать: «а точка b», «ab») означает а И b,  т. е. класс предметов, содержащихся и в классе а и в классе b.  Удобно, чтобы было два знака для И (точка и написание  рядом), подобно тому как в арифметике операция РАЗДЕЛИТЬ НА обозначается косой чертой (/) и знаком деления (:).
	
	пример
	читать
	означает
	т. е.
	Дополнение

	1
	аvb 
	читать: «а вэ b»)
	означает а ИЛИ b ИЛИ ОБА,
	т. е. класс предметов, содержащихся либо в классе а, либо b классе b, либо в обоих классах.
	Вместо а( b применяют а + b,

	2
	3) a b
	ab (читать: «а точка b», «ab»)
	означает а И b, 
	т. е. класс предметов, содержащихся и в классе а и в классе b.
	

	3
	4) а' 
	(читается: «а прим»)
	означает НЕ-а
 
	и рассматривается всегда как класс всех предметов, которые не находятся в классе а.
	

	
	а 
	(читается «а с чертой»),
	
	
	

	
	—а
	
	
	
	

	
	5) Z или 0 
	читается: «ничто, пустота, нуль»
	обозначает нулевой класс, 
	т. е. класс, который не содержит ничего, т. е. класс, который не содержит совершенно никаких предметов. 
	

	
	6) U или 1 
	(читается: «всё», «универсальный класс», «единица»)
	обозначает универсальный класс, 
	т. е. класс всех предметов, затрагиваемых при обсуждении какого-либо вопроса

	Лица, участвующие в обсуждении, должны условиться и прийти к соглашению об универсальном классе;
 

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	


	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	
	

	
	Выражение
	Перевод

	
	Чтение 
	Формула 
	Отношение классов
	Перефразировки
	Перефразировки

	1
	Все члены пенсионной системы Компании Великих озер получают пенсионную прибавку. 
	ВСЕ [члены пенсионной системы Компании Великих озер (g)] СУТЬ [служащие, получающие пенсионную прибавку (d)]. 
	Все g суть d. 
	g СОДЕРЖИТСЯ В d. 
	g(d. 
	Включение классов
	Каждый член пенсионной системы Компании Великих 

озер получает пенсионную прибавку.

Всякий член пенсионной системы Компании Великих 

озер получает пенсионную прибавку.
Любой член пенсионной системы Компании Великих озер 

получает пенсионную прибавку. 

Класс служащих — членов пенсионной системы Компа- 

Компании Великих озер — включен в класс служащих, которые 

получают пенсионную прибавку. 


	Члены пенсионной системы Компании Великих озер получают пенсионную прибавку. 

	
	Количество работы, проделанной человеком за один 

час, прямо пропорционально его почасовой оплате и обрат- 

обратно пропорционально квадратному ^корню из числа часов, 

которые он работает в сутки.
	(Количество работы (ш), проделанной человеком за один 

час) ПРЯМО ПРОПОРЦИОНАЛЬНО (его почасовой оп- 

оплате) (р) И ОБРАТНО ПРОПОРЦИОНАЛЬНО (квадратному корню из) (числа часов (/г), которые он работает 

в сутки). 

w прямо пропорционально р и обратно пропорционально
	
	
	
	
	
	

	2
	Служащие с непрерывным стажем работы не меньше пяти лет являются членами пенсионной системы Компании Великих озер.
	[Служащие с непрерывным стажем не меньше пяти лет (f)] СУТЬ ТЕ ЖЕ [служащие, которые являются членами пенсионной системы (g) Компании Великих озер]. 
	f суть те же g
	f РАВНО g. 
	f=g
	Равенство классов
	Служащие с непрерывным стажем работы не меньше пяти лет состоят членами пенсионной системы Компании Великих озер.
(еще добавить пример) 
	Служащие с непрерывным стажем работы не меньше пяти лет тождественны со служащими, которые являются членами пенсионной системы Компании Великих озер. 

	3
	Неверно, что служащие с непрерывным стажем работы не меньше пяти лет те же самые, что и члены пенсионной системы Компании Великих озер. 
	НЕ ВЕРНО, ЧТО (служащие с непрерывным стажем работы не меньше пяти лет) СУТЬ ТЕ ЖЕ (члены пенсионной системы Компании Великих озер). 
	Не верно, что f есть то же, что g. 
	f не равно g. 
	f(g
	неравенство классов
	Служащие с непрерывным стажем работы не меньше пяти лет не тождественны с членами пенсионной системы Компании Великих озер. 
	Имеется различие между работниками с непрерывным стажем работы не меньше пяти лет и  членами пенсионной системы Компании Великих озер. 

	4
	Нет служащих с особой пенсионной прибавкой 500  долларов в год или выше. 
	НЕТ (служащих с особой пенсионной прибавкой 500 долларов в год или выше). 
	Нет s. 
	s РАВНО НУЛЕВОМУ КЛАССУ. 


	s=0. 
	Нулевой класс
	Ни один служащий не получает особой пенсионной прибавки 500 долларов в год или выше. 
Никто не получает особой пенсионной прибавки 500 долларов в год или выше.
 Невозможно, чтобы к-л. служащий получил пенсионную прибавку 500 долларов в год или выше.

	Назначение какому-нибудь  служащему особой пенсионной прибавки 500 долларов в год или выше не соответствует правилам.
Если какой-нибудь служащий  получит пенсионную прибавку 500 долларов в год или выше, то он автоматически перестанет иметь пенсионную прибавку 500 долларов в год или выше.
Нет примеров, когда служащие  получали бы особую пенсионную надбавку 500 долларов в год и выше
.

	5
	7. Имеются служащие, получающие пенсионную прибавку.
	ИМЕЮТСЯ (служащие, получающие пенсионную  прибавку).
	Имеются d.
	d HE РАВНО НУЛЕВОМУ КЛАССУ.
	d≠0. 
	7.Классы, которые не являются пустыми
	Некоторые служащие получают пенсионную прибавку. 
То, что  работник получает пенсионную прибавку, соответствует правилам.
	Служащему возможно, получить пенсионную прибавку.

Имеются некоторые примеры, когда служащие получают пенсионную прибавку.
Число служащих, получающих пенсионную прибавку, не равно нулю
.

	6
	Служащие мужского пола с непрерывным стажем работы не меньше пяти лет, получающие пенсионную прибавку. 
	Перевод «а»

Служащие (е) мужского пола с непрерывным стажем работы, получающие пенсионную прибавку.

	m u f и d.- 
	t·f·d. 
	mfd. 
	И; Распознавание классов несколькими способами.
	Служащие мужского пола, которые имеют стаж непрерывной работы не меньше пяти лет и получают пенсионную прибавку

	Служащие, которые удовлетворяют всем следующим условиям: 1) являются мужчинами; 2) имеют стаж непрерывной работы не меньше пяти лет; 3) получают пенсионную прибавку. 

	6
	
	Перевод «б»
Служащие, которые суть (работники мужского пола (m)) И (служащие, имеющие стаж непрерывной работы не меньше пяти лет (f)) И (служащие, получающие пенсионную 

прибавку (d)).
	m и f и d
	
	
	
	
	

	7
	Не члены пенсионной системы Компании Великих озер. 
	НЕ - (члены пенсионной системы (g) Компании Великих озер). 
	НЕ-g 
	g'
	
	Отрицание класса
	Все служащие Компании Великих озер, за исключением 

входящих в пенсионную систему Компании Великих озер. 


	Служащие—не члены пенсионной системы Компании Великих озер.



	7а
	Все служащие Компании Великих озер, которые являются не членами пенсионной системы Компании Великих озер
. 
	Служащие, которые суть (служащие Компании Великих озер), НО НЕ (члены пенсионной системы Компании Великих озер). 
	1 и не g 
	1·g'
	
	
	
	Другие  служащие, помимо членов пенсионной системы Компании Великих озер.



	88
	Все служащие Компании Великих озер, которые яв- 

являются не членами пенсионной системы Компании Вели- 

Великих озер. 


	Служащие, которые суть (служащие Компании Вели- 

Великих озер), НО НЕ (члены пенсионной системы Компании 

Великих озер). 


	1 и не g. 
	1*'. ¦ 
	
	
	
	

	8
	Служащие, которые не входят в пенсионную систему, будучи приемлемыми кандидатами, за исключением служащих, которые, будучи приемлемыми кандидатами, не работают. 
	Служащие, которые не входят (t) в пенсионную систему, будучи приемлемыми кандидатами), ИСКЛЮЧАЯ [служащих, которые, будучи приемлемыми кандидатами, не работают (больны) (k)]. 
	t исключая k 
	t и не k 
	t·k' 
	Исключение
	Служащие, которые не входят в пенсионную систему, будучи приемлемыми кандидатами, но не служащие, которые, будучи приемлемыми кандидатами, не работают. 
	Служащие, которые не входят в пенсионную систему, 

будучи приемлемыми кандидатами, помимо служащих, 

которые, будучи приемлемыми кандидатами, не работают.

Служащие, которые не входят в пенсионную систему, будучи приемлемыми кандидатами, исключая случай, когда таковые служащие, будучи приемлемыми кандидатами, не работают. 

Служащие, которые не входят в пенсионную систему, будучи приемлемыми кандидатами, за исключением служащих, которые, будучи приемлемыми кандидатами, не работают.

	10
	Все служащие, имеющие право на ежегодную пенсионную прибавку или особую пенсионную прибавку.
	(Служащие, имеющие право на ежегодную (а) пенсионную прибавку) ИЛИ (служащие, имеющие право на особую (р) пенсионную прибавку). 
	а или
  р или оба. 
	a (  р. 
	
	
	Служащие, имеющие право на ежегодную пенсионную прибавку или на особую пенсионную прибавку или и на то и другое. 
	Служащие, имеющие право на ежегодную пенсионную прибавку и/или на особую пенсионную прибавку.
Служащие, которые удовлетворяют одному или обоим из следующих условий: 1) имеют право на ежегодную пенсионную прибавку; 2) имеют право на особую пенсионную прибавку. 



	11
	10. 
Служащие, имеющие право на ежегодную пенсионную прибавку или на особую пенсионную прибавку, но не имеющие право на то и другое. 


	(Служащие, имеющие право на ежегодную пенсионную прибавку) ИЛИ (служащие, имеющие право на особую пенсионную прибавку), НО НЕ (служащие, имеющие право и на ежегодную и на особую пенсионные прибавки). 
	а или
 р, но не а и р. 
	(аур). (ар)'. 
	
	
	Служащие, имеющие право на ежегодную, пенсионную прибавку или же на особую пенсионную прибавку-.
 Либо служащие, имеющие право на ежегодную пенсионную прибавку, либо служащие, имеющие право на особую пенсионную прибавку.
	Служащие, имеющие право на ту или иную из пенсионных прибавок — ежегодную или особую, исключая тех, которые имеют право на обе. 

	12
	11.Никто из служащих не может быть и мужчиной, и женщиной.
	(Никто из служащих не) ЕСТЬ И (мужчина (m)) И НЕ 

(мужчина).
	0 есть и m, и не m′ 
	0 = m m′
	
	Нулевой и универсальный класс
	Нет ни одного служащего, являющегося и мужчиной и не мужчиной. 
	Число служащих, каждый из которых является и мужчиной, и не мужчиной, равно нулю.

	13
	12. Все служащие суть либо мужчины, либо женщины,
	(Все служащие) СУТЬ ЛИБО (мужчины), ЛИБО НЕ (мужчины).
	1 есть либо т, либо не т. 
	\ = (тут') (т-т'у)
	
	
	
	Любой служащий есть или мужчина, или же не мужчина.

	14
	Только служащие, являющиеся конторскими служащими, могут получить особую пенсионную прибавку. 
	ТОЛЬКО (служащие, являющиеся конторскими (с) служащими) МОГУТ БЫТЬ (служащими, получающими особую (р) пенсионную прибавку). 
	Только с могут быть р. 
	Все р суть с.
	p( c 
	
	Только конторские служащие являются приемлемыми кандидатами на особую пенсионную прибавку.
	В число служащих, работающих в конторе, входят все служащие, получающие особую пенсионную прибавку. 

Служащие, работающие в конторе, включают всех служащих, получающих особую пенсионную прибавку
. 



	15
	Служащие, оставляющие работу в Компании Великих озер, не получают компенсации взамен пенсии, которая могла бы быть им гарантирована, если бы они продолжали работу, за исключением служащих женского пола с непрерывным стажем работы не меньше одного года, которые увольняются ввиду выхода замуж, предупреждая об этом заранее.
	(Служащие, оставляющие работу (г) в Компании) СУТЬ [НЕ (служащие, которым выплачивается компенсация взамен причитающейся (q) им пенсии)], ИСКЛЮЧАЯ: слу- 

служащие, которые суть НЕ (мужского пола (w)) И имеют 

(непрерывный стаж работы не меньше одного (0) года) И 

(увольняются ввиду выхода замуж (w)) И (подают заранее заявление (n) об уходе), СУТЬ (служащие, получающие при увольнении компенсацию взамен причитающейся (q) им пенсии). 


	Все r суть (не q), исключая: r и не m и n   суть q 


	rm'own( q 
	r (m'own)' (q'
	
	
	


	№
	Обычные слова 
	Стандартные булевы слова 
	Стандартное выражение булевой алгебры

	1.
	Все а суть b
	а находится в b
	a( b

	2.
	Все а не суть b
	ДВУСМЫСЛЕННО – см. № 3 и № 17
	………. 

	3.
	Все а суть не-b
	а находится в не-b
	a( b(

	4.
	а есть b
	а находится в b
	a( b

	5.
	a и b
	ДВУСМЫСЛЕННО – см. № 7, № 22, № 25
	…

	6.
	Любое a есть b
	а находится b
	a( b

	7.
	То, что есть и а и b
	а и b
	a(b

	8.
	а исключая b
	а и не -b
	a(b(

	9.
	Все есть а
	а равно универсальному классу
	a=1

	10.
	а за исключением b
	а и не –b
	a(b(

	11.
	Если это есть а, то это есть b
	а находится в b
	a( b

	12.
	Это есть а тогда и только тогда, когда это есть b
	а равно b
	a = b

	13.
	а включены в b
	а находится в b
	a( b

	14.
	Никакие а не суть b
	а и b пусто
	a ( b =0

	15.
	Ни а ни b
	Не - (а или b)
	(a(b)(

	16.
	Не а и b одновременно
	Не - (а и b)
	(a(b)(

	17.
	Не все а суть b
	а и не-b не пусто
	a(b ((0 

	18.
	Ни одно а не есть b
	а и b пусто
	a(b=0

	19.
	а или же b
	а и не –b или b и не-а
	a(b (( b(a(

	20.
	а или b, но не оба
	а или b и не (а и b)
	(a(b)( (a(b)(, что сводится к a(b (( b(a

	21.
	а или b
	ДВУСМЫСЛЕННО см. № 19 и 22
	. . . . .

	22.
	а или b или оба
	а  и/или b, а или b
	a( b

	23.
	Это есть а только в том случае, если это есть b
	а находится в b
	a(b

	24.
	Некоторые a суть b
	а и b не пусто
	a(b(0

	25.
	а, которые суть b
	а и b
	a(b

	26.
	b, которые суть а
	b и а
	b(a, то же самое, что a(b

	27.
	Не существует ни одного а
	а пусто
	a =0

	28.
	Не существует никаких а
	а пусто
	a=0

	29.
	Существует некоторое а
	а не пусто
	a (0

	30.
	Существуют некоторые а
	а не пусто
	a(0

	31.
	Имеется некоторое а
	а не пусто
	a(0

	32.
	Нет ни одного а
	а пусто
	a=0


Обычные слова
1. Все а суть b    2. Все а не суть b    3.  Все а суть не-b    4. а есть b    5. a и b    6. Любое a есть b    7. То, что есть и а и b    8.  а исключая b    9. Все есть а    10. а за исключением b    11. Если это есть а, то это есть b    12. Это есть а тогда и только тогда, когда это есть b    13. а включены в b    14. Никакие а не суть b    15. Ни а, ни b    16. Не а и b одновременно    17. Не все а суть b    18. Ни одно а не есть b    19.  а или же b    20. а или b, но не оба    21. а или b    22. а или b или оба    23. Это есть а только в том случае, если это есть b    24.  Некоторые a суть b    25.  а, которые суть b    26.  b, которые суть а    27.  Не существует ни одного а    28. Не существует никаких а    29.  Существует некоторое а    30.  Существуют некоторые а    31.  Имеется некоторое а    32.  Нет ни одного а    
Стандартные булевы слова
1. а находится в b    2. ДВУСМЫСЛЕННО – см. № 3 и № 17    3. а находится в не-b    4. а находится в b    5. ДВУСМЫСЛЕННО – см. № 7, № 22, № 25    6. а находится b    7. а и b    8. а и не -b    9. а равно универсальному классу    10. а и не –b    11. а находится в b    12. а равно b    13. а находится в b    14. а и b пусто    15. Не - (а или b)    16. Не - (а и b)    17. а и не-b не пусто    18. а и b пусто    19. а и не –b или b и не-а    20. а или b и не (а и b)    21. ДВУСМЫСЛЕННО см. № 19 и 22    22. а  и/или b, а или b    23. а находится в b    24. а и b не пусто    25. а и b    26. b и а    27. а пусто    28. а пусто    29. а не пусто    30. а не пусто    31. а не пусто    32. а пусто    
Стандартное выражение булевой алгебры
1. a( b    2. ……….     3. a( b(    4. a( b    5. …    6. a( b    7. a(b    8. a(b(    9. a=1    10. a(b(    11. a( b    12. a = b    13. a( b    14. a ( b =0    15. (a(b)(    16. (a(b)(    17. a(b ((0     18. a(b=0    19. a(b (( b(a(    20. (a(b)( (a(b)(, что сводится к a(b (( b(a    21. . . . . .    22. a( b    23. a(b    24. a(b(0    25. a(b    26. b(a, то же самое, что a(b    27. a =0    28. a=0    29. a (0    30. a(0    31. a(0    32. a=0    
	1.  a( b = b ( a
	а или b есть то же самое, что b или а

	2. ( с = а( (b( c)
	( a или b) или c есть то же самое, что a или (b или c)

	3. a(b= b(a
	а и b есть то же самое, что b и а

	4. ( с = a ( (b ( с)
	( a и b) и c есть то же самое, что a и (b и c)

	5. a(b( c)= a b( a с
	a и (b или c) есть то же самое, что a и b или а и c

	6. a( b с = ( a( b) (а( c)
	a или (b и c) есть то же самое, что ( a или b) и (а и c)

	7. a( a 
	a или a есть то же самое, что a

	8. a ( a = a
	a или a есть то же самое, что a

	9. a( ( a ( b) = a
	То, что есть a или (a и b), есть то же самое, что a

	10. a (a( b) = a
	То, что есть a и( a или b), есть то же самое, что a

	11. a( 0 = a
	То, что есть a или ничто, есть то же самое, что a

	12. a ( 1 = a
	То, что есть a и все, есть то же самое, что a

	13. a( 1 = 1
	То, что есть a и все, есть то же самое, что все

	14. a ( 0 = 0
	То, что есть и a и ничто, есть то же самое, что ничто

	15. a( а( = 1
	Все есть a или не- a (выражено в обратном порядке ввиду свойств языка).

	16. a ( а( = 0
	Ничто не есть и a и не- a (выражено в обратном порядке ввиду свойств языка).

	17.   a( b = (a( ( b()(
	а или b  есть то же самое, что не (не- a и не- b)

	18. (a( b)( = a( ( b(
	То, что не есть ни  a, ни  b есть то же самое, что есть не- a и не- b

	19. a·b = (a' \/ b')'
	а и b есть то же самое, что не-(не-а или не-b).

	20. (а·b)'= a'\/b'
	То, что не есть и а и b, есть то же самое, что есть не-а или не-b. 

	21. ab\/ab' = a
	То, что есть а и b или а или не-b, есть то же самое, что a.

	22. (a \/ b)(a \/ b') = a
	То, что есть и (a или b) и (a или не-b), есть то же самое, что a.

	23. (a( )( = a
	То, что не есть не-a, есть то же самое, что a.

	24. 0( = 1
	То, что есть не-ничто, есть все.

	25. 1( = 0
	То, что есть не-все (есть не-что-либо), есть ничто.

	
	


26. a ( b эквивалентно a ( b( = 0, или ab = a, или a( ( b = 1, или a ( b = b, или b( ( a(. Выражая это словами, мы говорим, что следующее высказывания все взаимозаменимы:
1) а находится в b.

2) Ничто не есть и a и не-b.

3) То, что есть и a и b, есть то же самое, что a.

4) Все есть не-a или b.

5) То, что есть a или b, есть то же самое, что b.

6) Не-b находится в не-a.

Обобщение предыдущих правил для большего числа классов:

27. 1 = (a ( a()(b ( b()(с ( с() …

Все есть либо a, либо не-a, и b или не-b и c или не-c …

28. (a ( b ( c ( …)( = a(b(c( …

То, что не есть (a или b или c …), есть то же самое, что есть не a и не-b и не-c …

Правила об отношении равенства между классами:
29. a = b эквивалентно отношениям ab( ( a(b = 0, или a ( b = ab, или ab ( a(b( = 1, или и a(b и b(a.

Все следующие высказывания эквивалентны:

1) Класс a равен классу b.

2) Ничто не есть a и не-b или b и не-a.

3) Все есть и a и b или и не-a и не-b.

4) a находится в b, и b находится в a.

Некоторые правила для действия с равенствами, функциями и значениями переменных:

30. x ( y = 0 эквивалентно x = 0 и y = 0.


Следующие высказывания взаимозаменимы:

1) Ничто не есть x или y.

2) Ничто не есть x и ничто не есть y.

31. x ( y = 1 и xy = 0 эквивалентно x = y( или y = x(.


Следующие высказывания взаимозаменимы:

1) Все есть x или y, или ничто не есть и x и y.

2) x есть не-y.

3) y есть не-х.

32. Любое выражение можно привести к виду Ax ( Bx(, - «нормальной форме» функции f(x) одной переменной x так:

f (l) = A(
f (A) = A ( B,

f (x) = f (l) ( x ( f (0) ( x(
f(B) = AB,

f(0) = AB,
f(0) = B
AB ( f(x) ( A ( B для всякого x.

33. Уравнение Ax ( Bx( = 0 эквивалентно B ( x ( A(, или x = Bu( ( A(u для любого u.

34. Для любого a, 0 ( a ( 1.

35. Для любых a и b не обязательно, чтобы имело место либо a ( b, либо b ( a.
Почему верны правила вычислений в булевой алгебре? 
Для того чтобы правильно ответить на этот вопрос,  нужно сначала установить различие между истиной, основанной на наблюдениях, и истиной, основанной на  логическом рассуждении, различие между «фактами» и   «обоснованными доводами», между истинами наблюдаемыми и  истинами доказываемыми.  С точки зрения внимательного наблюдателя реального  мира эти правила верны потому, что они подытоживают  наблюдаемые свойства и отношения классов, причем не  замечалось никаких исключений. Мы можем сказать, например,  что ученые изучали классы и их отношения и подытожили  свои наблюдения в этих эмпирических правилах. Например,  в следующем параграфе этой главы мы рассмотрим  изображения точек на листе бумаги и сами сможем произвести  достаточно наблюдений, чтобы убедиться в том, что  многие из этих правил почти наверное, истинны.  Однако с точки зрения, математика или логика эти  правила истинны по другой причине: они логически вытекают  из нескольких основных исходных понятий и допущений.  Если принять эти «неопределимые понятия» и  «недоказуемые допущения», то все вытекающее отсюда должно быть  логически правильным. Все приведенные выше правила  вычислений либо включены в допущения, либо могут быть  доказаны методами логики на основе этих допущений.  Далее, можно доказать, что булева алгебра внутренне  свободна от противоречий, непротиворечива в том смысле,  что не могут быть одновременно верными какое-либо  предложение булевой алгебры и его отрицание.  

Между прочим, для элементарной алгебры (алгебры  обычных чисел) было обнаружено, что отсутствие  противоречия нельзя доказать. Это недавнее и довольно  обескураживающее открытие. Таким образом, в шутку можно было  бы утверждать, что булева алгебра лучше элементарной.  

4. Сводка правил для графических вычислений с помощью булевой алгебры 
Как можно представить графически классы, их свойства и отношения? Мы изображаем универсальный класс, класс всех обсуждаемых предметов, прямоугольником:
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Каждый из упоминаемых классов может перекрываться  со всеми остальными. Поэтому мы изображаем их в  виде замкнутых областей внутри прямоугольника так, что  каждый класс перекрывается со всяким сочетанием  остальных. НЕ-а изображается всей областью в прямоугольнике  вне а. 
	1.
	Для одного класса а
	
	
[image: image2.png]+ HE-a,a"






	2.
	Для двух классов а и б
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	3.
	Для трех классов а, в и c
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	4.
	НЕ-а пусто: 

а' = 0:
	Нулевой класс как таковой не имеет специального местоположения. Но класс, который мы считаем пустым, изображается заштрихованной областью.
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	5.
	Некоторые а суть в: 

aв(0:
	Класс, о котором известно или доказано, что он непустой, отмечается звездочкой в его области.
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	6.
	Некоторые а суть в: 

aв(0:
	Если не ясно, где находится непустой класс, то звездочка соединяется прямой линией с другими звездочками, чтобы указать многозначность положения непустого класса.
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	7.
	Все а есть в:
а ( в:
aв = 0:
	a
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	8.
	а есть то же самое, что в:
а=в:

aв(( а( в = 0
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	9.
	Все а есть в или c:
а ( в ( c:

а (в( c)(:
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	10.
	Ни одно а не есть в
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	11.
	Только а может быть в:

в ( а:

вa( = 0:
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1. Для одного класса a    2. Для двух классов a и в    3. Для трех классов a, в и c    4. НЕ-а пусто:  а' = 0:    5. Некоторые а суть в:  aв(0:    6. Некоторые а суть в:  aв(0:    7. Все a есть в: a ( в: aв = 0:    8. a есть то же самое, что в: a=в: aв(( a( в = 0    9. Все a есть в или c: a ( в ( c: a (в( c)(:    10. Ни одно a не есть в    11. Только a может быть в: в ( a: вa( = 0:    

1. 
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 2. 
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   3. 
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4. 
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  5. 
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   6. 
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    7. 
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8. 
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 10. 
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 11. 
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Для изображения отдельных предметов, содержащихся в классах, можно применять точки. Например, допустим, что мы рассматриваем всех служащих инспекционного отдела Компании Великих озер на 1 января 1938 г. (пусть это будут Адаме (А), Браун (В), Коэн (С), Дэйвис (D), Эдварде (E), Филдс (F), Грей (G)) и служащих, имеющих непрерывный стаж работы не меньше пяти лет (пусть это будут Адаме, Браун и Грей), и служащих, являющихся пароходными инспекторами (пусть это будут Браун, Коэн, Дэйвис и Грей). Эту ситуацию можно изобразить следующей графической диаграммой:
[image: image24.png]



В этом, случае можно начертить огромное число диаграмм, и все они будут одинаково хороши. Например,  f можно с таким же успехом изобразить любой другой границей, охватывающей А, В, G, ибо, по определению, если предметы класса a те же самые, что и предметы класса в, то а=в. Теперь ясно, почему
нулевой класс не имеет специального местоположения: его можно поместить где угодно, лишь бы он не 

содержал ни одной из семи точек А, В, С, D, E, F и G. Граница класса не обязательно должна быть одной
замкнутой кривой. Однако если каждый член представлен одной областью, то обозревать отношения классов становится значительно легче. Поэтому было приложено много усилий, чтобы построить диаграммы для 4, 5,6... классов, в которых каждый класс был бы ограничен одной кривой и все границы перекрывались, образуя 16,32,64... подразделений. Простейшим решением является, по-видимому, последовательность диаграмм на стр. 85 (при этом нужно представлять себе, что каждая диаграмма расположена внутри прямоугольного универсального класса). Для этой последовательности правило перехода от диаграммы n к диаграмме n+1 можно сформулировать следующим образом: «Выбрать чередующиеся прямые в прямоугольном участке диаграммы и отметить их. Проследовать по этим прямым в криволинейный участок диаграммы и также отметить их. Используя эти отметки в качестве «наброска» размещения искомого дополнительного класса, перечертить диаграмму, включив новые классы». Таким образом, при переходе от диаграммы № 4 к диаграмме № 5 отрезок границы класса а, отмеченный перекрестными штрихами, обрисовывает расположение и 'подковообразную форму класса е.
	1.
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	2.
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	3.
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	4.
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	5.
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	6.
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Функции булевой алгебры, например f(x)=A x (  В х(, и уравнения, например Dy ( Eу( = 0 (решение: у = Eu( (  D u( для любого u), можно представить графически следующим образом:
	Для х, указанного на рисунке, f есть заштрихованная область.
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	Для некоторых u, указанных на рисунке, решение у есть заштрихованная область.
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 Пример графического вычисления 

Как применять эти правила графических вычислений? Вернемся к задаче Венна о трех комитетах (формулировка задачи—на стр. 79). Три сформулированных выше условия можно изобразить различными штриховками:
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Рассматривая диаграмму, мы видим, что можно выделить те же области двумя штриховками вместо трех:
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Эти две штриховки изображают упрощенные правила.
	1.
	(( А
	Равносильно А
	Закон двойного отрицания

	2.
	(А  & В)
	Равносильно (В  & А)
	Коммутативность конъюнкции

	3.
	(А (  В)
	Равносильно (В ( А)
	Коммутативность дизъюнкции

	4.
	((А  & В) & С)
	Равносильно (А  & (В& С))
	Ассоциативность конъюнкции (В связи с ассоциативностью конъюнкции формула, содержащая более двух конъюнктов записывается обычно без внутренних скобок: ( А & В & С & D).)

	5.
	((А  ( В) ( С)
	Равносильно (А  ( (В ( С))
	Ассоциативность (В связи с ассоциативностью дизъюнкции формула, содержащая более двух конъюнктов записывается обычно без внутренних скобок: ( А ( В ( С ( D).)

	6.
	(А  ( В) & С))
	Равносильно ((А  ( В) &(А  ( С))
	Дистрибутивность конъюнкции относительно конъюнкции

	7.
	(А & (В ( С))
	Равносильно ((А & В) ( (А & С))
	Дистрибутивность конъюнкции относительно дизъюнкции

	8.
	(А & А)
	Равносильно А
	Идемпотентность конъюнкции

	9.
	(А ( А)
	Равносильно А
	Идемпотентность дизъюнкции

	10.
	( (А & В)
	Равносильно ((А ( (В)
	Закон Де Моргана

	11.
	( (А ( В)
	Равносильно ((А & (В)
	Закон Де Моргана

	12.
	(А  ( В)
	Равносильно ( ((А ( (В)
	

	13.
	(А  ( В)
	Равносильно ((А ( В)
	

	14.
	(А & В)
	Равносильно ( ((А ( (В)
	

	15.
	(А & В)
	Равносильно ( ((А ( (В)
	

	16.
	(А  ( В)
	Равносильно ( ((А & (В)
	

	17.
	(А & (А (  В))
	Равносильно А
	закон поглощения

	18.
	(А ( (А &  В))
	Равносильно А
	закон поглощения

	19.
	((А ( С) & (В (( С))
	Равносильно ((А ( С) & (В (( С) & (А ( В))
	

	20.
	((А & С) ( (В & ( С))
	Равносильно ((А & С) ( (В & ( С))
	

	21.
	(( А ( С) & (А((С))
	Равносильно А
	

	22.
	(( А ≡ В)
	Равносильно ((А ( В) & (А ((В))
	

	23.
	(А  В)
	Равносильно ((А ( В) & (В ( А))
	

	24.
	(А ≡ В)
	Равносильно ((А ( В) & (В ( А))
	

	25.
	(А ( В)
	Равносильно (( В ( ( А)
	

	26
	(А ≡ В)
	Равносильно ((А ( В) & (( А ( (В)
	


1. (( А    2. (А  & В)     3. (А (  В)    4. ((А  & В) & С)    5. ((А  ( В) ( С)    6. (А  ( В) & С))    7. (А & (В ( С))    8. (А & А)    9. (А ( А)     10. ( (А & В)    11. ( (А ( В)    12. (А  ( В)    13. (А  ( В)    14. (А & В)    15. (А & В)    16. (А  ( В)    17. (А & (А (  В))    18. (А ( (А &  В))    19. ((А ( С) & (В (( С))    20. ((А & С) ( (В & ( С))    21. (( А ( С) & (А((С))    22. (( А ≡ В)     23. (А  В)    24. (А ≡ В)    25. (А ( В)    26 (А ≡ В)
1. Равносильно А    2. Равносильно (В  & А)    3. Равносильно (В ( А)    4. Равносильно (А  & (В& С))    5. Равносильно (А  ( (В ( С))    6. Равносильно ((А  ( В) &(А  ( С))    7. Равносильно ((А & В) ( (А & С))    8. Равносильно А    9. Равносильно А    10. Равносильно ((А ( (В)    11. Равносильно ((А & (В)    12. Равносильно ( ((А ( (В)    13. Равносильно ((А ( В)    14. Равносильно ( ((А ( (В)    15. Равносильно ( ((А ( (В)    16. Равносильно ( ((А & (В)    17. Равносильно А     18. Равносильно А    19. Равносильно ((А ( С) & (В (( С) & (А ( В))    20. Равносильно ((А & С) ( (В & ( С))    21. Равносильно А    22. Равносильно ((А ( В) & (А ((В))    23. Равносильно ((А ( В) & (В ( А))    24. Равносильно ((А ( В) & (В ( А))    25. Равносильно (( В ( ( А)    26.  Равносильно ((А ( В) & (( А ( (В)
� Иногда в литературе для НЕ-а применяется ā (читается «а с чертой»), но это обозначение неудобно для печати и написания, особенно когда нужно обозначить повторные отрицания сложных выражений; например ((а'\/ b b\/с)' гораздо удобнее, чем ((а \/ b) \/ с). Иногда в литературе для НЕ-а применяют ~а; это обозначение гораздо удобнее, чем ā (а с чертой), но тильда (~) на пишущей машинке отсутствует; кроме того, она имеет ширину в три полных знака, так что выражения будут длиннее, чем в других обозначениях.


� (который поэтому меняется при переходе к обсуждению другого вопроса, но остается постоянным в обсуждении одного вопроса),


� в противном случае НЕ будет иметь неоднозначный смысл, тогда как операция ИСКЛЮЧАЯ будет все же однозначной.


� общего. Перевод не делается в уме одним махом, сразу из 


слов обычного языка в точные символы. Он осуществляется 


четырьмя этапами: 


1) Отмечают упоминаемые предметы; мысленно


выделяют и разделяют их, группируют в целые единицы, за- 


заключают их в математические скобки. 


2) Выбирают сжатые, способствующие запоминанию 


символы для их сокращенного обозначения. 


3) Затем отмечают другие слова, выражающие 


соотношения. 


4) Распознают эти отношения и обозначают их  


символами, регулярно используемыми для их выражения. 


В элементарной алгебре упоминаемые предметы почти 


всегда суть числа. Если в задаче точно указано, какое это 


число, мы чаще всего применяем его нормальное  


обозначение в десятичной системе". Например, если нам говорят 


о числе «дюжина», мы пишем 12. Если число не указано, 


то мы используем какую-нибудь букву, например а, Ъ, 


х, у, для обозначения числа, упомянутого в этом месте, 


точно так же как в языке местоимение обозначает ранее 


упомянутое существительное. Отношение, выраженное 


оставшимися словами, будет почти всегда состоять из од- 


одной или нескольких операций сложения, умножения и  


других, хорошо известных арифметических операций* 


В булевой алгебре упоминаемые предметы или являются 


классами, или преобразуются в классы в результате пере- 


перефразировки. Поскольку для классов нет стандартной си- 


системы обозначений, мы обычно должны присвоить им буквы 


как в случае, когда точно знаем, какой это класс, так 


и в случае, когда мы не знаем, какой это класс. Отношение, выраженное оставшимися словами, можно обычно  


распознать без затруднения: оно будет той или иной  


комбинацией операций И, ИЛИ, НЕ и других операций булевой 


алгебры.


� fe> Осмысленной перефразировкой в данном случае является 


следующая: «не соответствует правилам»; большинство случаев «невозможности» являются лишь случаями положения  «не соответствует правилам», и поэтому они основаны на  правилах. Если бы классом всех обсуждаемых предметов  были бы служащие Компании Великих озер, действительно  существующей при реальных правилах, а не служащие Компании Великих озер (положение которых определяется правилами упомянутой брошюры), то вполне возможно,  что служащие могли бы получить особые ежегодные пенсионные прибавки более чем по 500 долларов.


� Во второй и третьей перефразировке этого выражения явно подчеркивается, что мы рассматриваем правила брошюры, а не действительное положение вещей. В первой, четвертой и пятой перефразировке это обстоятельство подразумевается, потому что при всяком строгом обсуждении всегда имеют в виду класс всех обсуждаемых предметов. На самом деле в какой-нибудь промежуток времени случайно может не оказаться работников, получающих пенсионную прибавку, в то же время право на получение ее работниками вполне соответствует правилам; брошюра должна была бы содержать пункты, предусматривающие 


этот случай.


� Очевидно, что e=tnfd, так как содержание е то же самое,  что содержание mfd. Различные переводы получаются  из-за того, что применение булевой алгебры допускает  некоторую свободу в выборе классов, подлежащих обозначению и обсуждению. Какой перевод лучше, зависит от  цели рассмотрения. Перевод «б» поясняет также, какое  из нескольких значений слова И является значением  оператора-точки (•) булевой алгебры, а именно И, которое эквивалентно ограничительному относительному предложению,  И, которое обособляет и ограничивает какой-нибудь род  предметов.


� (заметим, что запятая и союз «и» также представляют важную часть языка, указывая на отношение).


� В чем различие между этими двумя выражениями?  Один ответ может быть таким: Gа) представляется точным  и ясным, а G) — двусмысленным. В тех случаях, когда лица,  участвующие в обсуждении, пришли к соглашению об  универсальном классе, т. е. классе всех обсуждаемых  предметов, G) и Gа) в точности эквивалентны: g'=I -g'. в булевой  алгебре, так же как (—8)=1 УМНОЖЕННОЕ НА —8 в элементарной алгебре; выражение G) является точным  и ясным. Именно это и происходит в данном случае, так  как мы условились, что нас интересуют все служащие  Компании Великих озер. Но в тех случаях, когда обсуждающие не договорились об универсальном классе, не  выбрали одну и ту же область, подлежащую обсуждению,  НЕ является двусмысленным, так как обозначает разные  предметы для разных лиц. Поэтому выражение G) неясно,  и применение булевой алгебры не достигает цели  вследствие несоблюдения ее правил.  Перефразировки выражений G) или Gа).


� Значение оператора ИЛИ (V) в булевой алгебре есть значение союза ИЛИ, которое не исключает наличия обоих, нескольких или всех упомянутых альтернатив. Ниже поясняется «исключающее» ИЛИ.  ВЫРАЖЕНИЕ. 10.


� Слово ИЛИ иногда применяют в смысле «или же»,  а иногда в смысле «и/или». Это двусмысленное применение  является одной из наиболее неприятных  двусмысленностей обычного языка. В булевой алгебре эта двусмысленность пропадает, так как разные значения передаются  различными символами. Но при переводе со слов обычного  языка в булеву алгебру нужно уметь правильно определять  из контекста, какое ИЛИ в действительности имеется  в виду — И/ИЛИ или ИЛИ ЖЕ.


� Следует заметить, что это выражение является просто обратным по отношению к выражению «все... суть...».


� Из этого примера можно сделать несколько выводов. Во-первых, во многих фразах, в которых понятие «служащие», по-видимому, отсутствует, его можно заставить появиться, задавая тем самым некоторый класс; ведь класс — основной элемент булевой алгебры классов, как число — основной элемент арифметики. Во-вторых, слово «исключая» в этом выражении описывает скорее отношение между двумя предложениями, чем отношение между двумя классами.
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