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СЛАЙД№1
Происхождение сферической геометрии
[image: image51.png]



Первой по времени геометрией, отличной от евклидовой, была сферическая геометрия, или сферика, как её называли древние. Сферика возникла позже, чем евклидова геометрия плоскости и пространства. Основными стимулами для возникновения геометрии плоскости и пространства была необходимость измерения площадей полей и других плоских фигур и вместимости сосудов и амбаров различной формы, т.е. объёмов различных тел. Основным стимулом для возникновения сферики было изучение звёздного неба.

Сферика Автолика. Первым античным математическим сочинением, сохранившимся до наших дней, является книга «О движущейся сфере» Автолика, жившего в конце IV в. до н. э. Предметом исследования этой книги является небесная сфера. Доказательства большинства предложений этого трактата основаны на применении движения: предполагается, что утверждение предложения неверно, производится поворот сферы и обнаруживается, что предложение противоречит тому, что получилось в результате поворота сферы.

Сферика Феодосия. Первое дошедшее до нас систематическое изложение сферической геометрии содержится в «Сферике» Феодосия, жившего во II-I вв. до н. э. Большинство предложений «Сферики» Феодосия – стереометрические теоремы и задачи на построение. 
Сферика Менелая. Значительно более развитую сферическую геометрию можно найти в трактате «О сфере» Менелая, жившего в конце I в. н. э. Особую роль в истории сферической геометрии и тригонометрии сыграло предложение 1 книги III сочинения Менелая, в которой доказывается как плоский, так и сферический случай теоремы, называемой в настоящее время «теоремой Менелая» или «теоремой о полном четырёхстороннике». Полным четырёхсторонником называется плоский или сферический четырёхугольник, пары противоположных сторон которого продолжены до пересечения.

СЛАЙД №2

Сфера, большая и малая окружности
Сферой называется геометрическое место точек пространства, расположенных на данном расстоянии от данной точки, называемой её центром.
Отрезок, соединяющий центр сферы с какой-либо его точкой, называется радиусом сферы. Отрезок, соединяющий де точки сферы и проходящий, кроме того, через его центр, называется диаметром. Из определения следует, что все радиусы равны и что диаметр равен удвоенному радиусу. Плоскость, проходящая через центр сферы, называется диаметральной плоскостью.

Уравнение сферы

(x - x0)2 + (y - y0)2 + (z - z0)2 = R2
где (x0,y0,z0) — координаты центра сферы, R — её радиус.
Параметрическое уравнение сферы с центром в начале координат:
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В сферических координатах:
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 — расстояние от начала координат до заданной точки 
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 — угол между осью Z и отрезком, соединяющим начало координат и точку 
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 — угол между осью X и проекцией отрезка, соединяющего начало координат с точкой , на плоскость XY (в Америке углы θ и [image: image9.png]


меняются ролями). 

Угол θ называется зенитным, или полярным, а угол [image: image10.png]


 — азимутальным. Углы θ и [image: image11.png]


не имеют значения при r = 0, а [image: image12.png]


не имеет значения при sin(θ) = 0 (то есть при θ = 0 или [image: image13.png]


).
Пусть S-некоторая сфера с центром O радиуса R. Возьмём плоскость (, удалённую от точки O на расстояние, меньшее R. Тогда пересечения плоскости ( и сферы S есть окружность. 
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Рис 1

При r=R окружность на сфере называется большой окружностью. В геометрии на сфере большие окружности играют роль прямых на плоскости. При h>0 мы имеем r<R, окружность на сфере называется в этом случае малой окружностью.
СЛАЙД №3
Через всякие две точки сферы, не являющиеся диаметрально противоположными, проходит единственная большая окружность (рис.2). Этот факт вполне аналогичен тому, что на плоскости через всякие две точки проходит единственная прямая. Через две диаметрально противоположные точки сферы, напротив, можно провести бесконечное множество больших окружностей (рис.3). Так как всякие две диаметральные плоскости сферы пересекаются по её диаметру, то всякие две большие окружности пересекаются в двух диаметрально противоположных точках сферы (рис.4). Здесь мы наблюдаем отличие сферической геометрии от плоской геометрии, в которой две прямые пересекаются не более чем в одной точке.
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Рис 2                                               Рис 3
СЛАЙД №4

Большая окружность делит сферу на две области (рис.2); эти области называются полусферами, а сама окружность – краем этих полусфер. две большие окружности делят сферу на четыре области (рис.4). три большие окружности, не пересекающиеся в одной точке, делят сферу на восемь областей (на рис.5).
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Рис 4                                                 Рис5

СЛАЙД №5

 Расстояние между точками
Возьмём две точки A,B(S и рассмотрим большую окружность Q, проходящую через эти точки (рис.7). Окружность Q является объединением двух своих дуг (AMB и (ANB с концами в точках A и B. Длина той из двух дуг, которая не больше полуокружности, называется сферическим расстоянием между точкам A и B и обозначается через d(A,B). Следовательно, для любых дух точек сферы S имеем d(A,B)≤(r.
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Рис. 7

(AMB
d(A,B) – длина этой дуги. Обозначим через ( величину центрального угла  AOB, опирающегося на дугу AMB, и через ((A,B) длину отрезка AB. 

                     d(A,B)=(r.                                                                     (1)

 Из треугольника  AOB (рис.7) находим: 

                     ((A,B)=2r sin(
[image: image19.wmf]2

a

)                                                          (2)

Из формул (1),(2) следует:

                     ((A,B)=2r sin (
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Если даны сферические координаты двух точек, то расстояние между ними можно найти так:
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СЛАЙД №6

Полюс и поляра
Всякой большой окружности соответствует две диаметрально противоположные точки сферы, высекаемые из неё диаметром, перпендикулярным к плоскости большой окружности (рис.8). Эти две точки называются полюсами большой окружности; в частности, полюсами экватора Земли являются её географические полюсы – Северный и Южный. Очевидно, что каждым двум диаметрально противоположным точкам А и В на сфере соответствует единственная большая окружность, для которой точки А и В являются полюсами; эта большая окружность называется полярой пары диаметрально противоположных точек А и В. Каждая точка поляры называется полярно сопряжённой с каждым из её полюсов; Понятно, что все точки поляры удалены от своего полюса на расстояние, равное 
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 (или квадранту).  
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Рис 8
СЛАЙД №7

Угол на сфере
Углом между двумя пересекающимися линиями в пространстве называется угол между касательными к этим линиям в точке их пересечения. Частным случаем общего понятия угла между двумя линиями является угол между двумя большими окружностями на сфере. На рис. 9 изображён угол BAC между большими окружностями АВ и АС на сфере и измеряющий этот угол угол XAY между касательными AX и AY к этим большим окружностям.
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Рис 9

Если мы проведём большую окружность, являющуюся полярой вершины А угла на сфере и пересекающую стороны этого угла в точках В и С, то лучи ОВ и ОС соответственно параллельны лучам AX и AY, касательным к сторонам угла (рис. 9). 
Угол на сфере равен длине дуги большой окружности между точками сторон угла, полярно сопряжёнными с вершиной угла, делённой на радиус сферы.ФОРМУЛУ
Так как оба угла ВАС и ВА'С, образованные двумя полуокружностями при их различных концах, равны одному и тому же углу ВОС, то эти углы равны между собой и величина каждого из них называется углом между двумя большими полуокружностями. 
СЛАЙД №8

Две большие окружности определяют четыре угла между двумя полуокружностями, попарно равные друг другу. Те из этих углов, обе стороны которых являются продолжениями сторон другого угла, равны и называются вертикальными углами (рис.10, а); те из этих углов, которые имеют одну общую сторону, составляют в сумме развёрнутый угол и называются смежными углами (рис. 10, б).
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а)                                                                    б)

Рис 10

Так как полюсы D и E больших окружностей AB и AC представляют собой точки большой окружности ВС, полученные из точек В и С поворотом вокруг прямой АА' на прямой угол, то дуга ВС равна дуге DE и угол ВАС равен длине дуги DE, делённой на радиус сферы. Заменяя одну из точек D или Е её диаметрально противоположной точкой D' или E' (рис.11), мы получим угол, смежный с углом ВАС. Таким образом, угол между двумя большими окружностями равен длине дуги, соединяющей их полюсы, делённой на радиус сферы. ФОРМУЛУ
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Рис 11
Так как при отражении от диаметральной плоскости полюсы большой окружности, высекаемой из сферы этой плоскостью, переходят друг в друга, то большие окружности, проходящие через эти полюсы, при указанном отражении переходят в себя (рис.12). Поэтому углы, составляемые этими большими окружностями с большой окружностью, высекаемой плоскостью, равны углам, смежным с ними и, следовательно, являются прямыми углами. Таким образом, большие окружности, одна из которых проходит через полюс другой, пересекаются под прямым углом. Будем называть такие большие окружности перпендикулярными. 
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Рис 12

Обратно, каждая из двух перпендикулярных больших окружностей проходит через полюс другой большой окружности.
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Рис 13                                                   Рис 14          
Отсюда следует, что большая окружность, являющаяся полярой точки пересечения двух больших окружностей, перпендикулярна обеим большим окружностям, т.е. две большие окружности всегда обладают единственной большой окружностью, перпендикулярной к ним обеим (рис.14). Для сравнения заметим, что на плоскости общими перпендикулярами обладают только параллельные прямые, причём две параллельные прямые обладают не одним, а бесконечным множеством общих перпендикуляров.

СЛАЙД №9

Понятие движения сферы
Движением сферы называется такое преобразование сферы, при котором сохраняется расстояния между точками. Иными словами, преобразование ( сферы является движением, если для любых точек А,В сферы расстояние между точками ((А) и ((В) равно расстоянию между точками А и В. Так как две точки А и В в том и только том случае являются диаметрально противоположными, если расстояние между ними имеет наибольшее возможное значение, равное 2R (где R – радиус сферы), то из определения движения непосредственно следует, что при любом движении сферы диаметрально противоположные точки сферы переходят в диаметрально противоположные точки. Это свойство также не имеет аналога в плоской геометрии, так как на плоскости нет таких пар точек, что движение одной из этих точек вполне определяет движение второй. Поэтому, если движение плоскости является преобразованием множества точек этой плоскости, то движение сферы по существу является преобразованием множества пар диаметрально противоположных точек сферы.
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Рис 15                                                           Рис 16
В качестве примера движения сферы укажем поворот сферы вокруг некоторого ее диаметра СС' на угол (, при котором каждая окружность сферы, имеющая линию СС' своей осью, поворачивается по себе на угол ( (рис.15). Другим примером движения сферы является симметрия сферы относительно некоторой ее диаметральной плоскости (, при которой каждая точка А переходит в такую точку А', что плоскость ( перпендикулярна отрезку АА' и проходит через его середину (рис.16). Поворот и симметрия являются в некотором смысле основными движениями сферы; именно можно доказать, что всякое (нетождественное) движение сферы либо является поворотом, либо является симметрией, либо представляет собой произведение поворота и симметрии.
Движение f сферы S порождается некоторым движением f0 пространства, причем f0(О)=О. Обратно: любое движение g0 пространства, оставляющее точку О инвариантной, порождает определенное движение сферы S. Отсюда заключаем, что множество всех движений сферы S является группой.
СЛАЙД №11

Предмет сферической геометрии

Фигуры на сфере, которые могут быть переведены одна в другую некоторым движением сферы, называются равными фигурами, геометрические свойства равных фигур одинаковы. 
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а)                                                  б)

Рис 17

Иногда предмет сферической геометрии определяется иначе. Именно вместо движений, определённых выше рассматриваются только повороты сферы и изучаются те свойства фигур, которые сохраняются при поворотах. Фигуры, переходящие друг в друга при некотором повороте, называют в этом случае равными. Фигуры же, которые переходят друг в друга при движении, но не могут быть совмещены поворотом, равными не считают; такие фигуры называют симметричными. Так, на рис. 17,а изображены равные фигуры, а на рис.17,.б – симметричные фигуры.
СЛАЙД №12

Принцип двойственности

Мы видели, что любое движение сферы переводит пару диаметрально противоположных точек снова в пару диаметрально противоположных точек. Таким образом, пара диаметрально противоположных точек является в сферической геометрии самостоятельным геометрическим объектом. Отметим одно замечательное свойство этих пар точек: всякой теореме сферической геометрии соответствует другая теорема этой геометрии, получающаяся из первой взаимной заменой слов: «пара диаметрально противоположных точек» и «большая окружность», «лежит на» и «проходит через», «соединяются» и «пересекаются на» и т.д. Например:

Всякие две большие окружности на сфере пересекаются в одной паре диаметрально противопо-ложных точек.

Всякие две пары диаметрально противоположных точек сферы соединяются одной большой окружностью
Это свойство теорем сферической геометрии является следствием того, что всякой большой окружности на сфере взаимно однозначно соответствует пара её полюсов, а всякой паре диаметрально противоположных точек сферы взаимно однозначно соответствует их поляра, причём если большая окружность проходит через пару диаметрально противоположных точек, то полюсы этой окружности лежат на поляре этой пары точек (рис.18). Это свойство называется принципом двойственности, а теоремы, получающиеся друг из друга указанной заменой, называются двойственными друг другу теоремами. 
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Рис 18

СЛАЙД №13

Треугольники и двуугольники на [image: image1.png]


сфере



Пусть А и В — две диаметрально противоположные точки сферы S, АСВ и ADB — две какие-либо полуокружности с концами в точках А и В, а фигура Г — объединение этих полуокружностей (рис.3-8).

Можно показать, что фигура Г делит фигуру S на две части (на рис. 3-8 одна из этих частей заштрихована). Каждая из фигур называется двуугольником с вершинами в точках А и В. 
Данные полуокружности АСВ и ADB называются сторонами этих двуугольников. Двуугольник — аналог угла на плоскости: двуугольник является или пересечением, или объединением двух полусфер, края которых не совпадают. Ясно, что двуугольник можно рассматривать как пересечение сферы S с двугранным углом С( АВ( D. Линейный угол этого двугранного угла называется углом данного двуугольника. Его можно рассматривать как угол между касатель​ными в точке А (или В) к большим окружностям, содержащим стороны двуугольника. Если этот угол прямой, то двуугольник называется прямоугольным.
Пусть Q1 и Q2 — две большие окружности. Q1∩Q2 ={А,В}. Мы имеем здесь две пары вертикальных двуугольников.
Возьмём на сфере три точки А, В, С, не лежащие в одной плоскости с центром О данной сферы. Совокупность этих точек и дуг АВ, ВС, и АС больших окружностей (меньшие полуокружности) называется сферическим треугольником АВС. Точки А, В, С называются вершинами сферического треугольника, а дуги АВ, ВС и АС – его сторонами. Углы, образуемые сторонами сферического треугольника в его вершинах, называются углами сферического треугольника.

 
 
Сферический треугольник, все стороны которого меньше половины большого круга, называется эйлеровым. Стороны сферического треугольника измеряют величиной угла, образованного концами данной стороны и центром сферы.
Биссектрисой сферического треугольника называется большая окружность, делящая пополам один из его углов, а также дуга этой большой окружности, имеющая своими концами вершину треугольника и точку пересечения большой окружности с противолежащей стороной. Медианой сферического треугольника называется большая окружность, проходящая через одну из его вершин и через середину противолежащей стороны. Высотой сферического треугольника называется большая окружность, проходящая через одну из его вершин и перпендикулярная к противолежащей стороне, а также одна из двух дуг этой большой окружности, имеющих своими концами данную вершину треугольника и точки пересечения с противолежащей стороной. Если углы сферического треугольника при двух других его вершинах оба острые или оба тупые, то за высоту естественно принять дугу, лежащую внутри треугольника. Если же из двух углов при двух других вершинах один острый, другой тупой, то обе дуги, о которых идёт речь, проходят вне сферического треугольника; в этом случае за высоту естественно принять дугу, меньшую квадранта. Наконец, понятие высоты сферического треугольника, выходящей из данной вершины, теряет смысл, если углы при двух других вершинах оба прямые: в этом случае всякая большая окружность, проходящая через данную вершину, перпендикулярна противолежащей стороне.

СЛАЙД №14

Свойства сферических треугольников
· Помимо трёх признаков равенства плоских треугольников, для сферических треугольников действует ещё один: два сферических треугольника равны, если соответствующие их углы равны. 

· Для сторон сферического треугольника выполняются неравенства треугольника (каждая сторона меньше суммы и больше разности двух других). 

· Сумма всех сторон a + b + c всегда меньше 2π. 

· Величина 2π − (a + b + c) называется сферическим дефектом[1]. 

· Сумма углов сферического треугольника s = α + β + γ всегда меньше 3π и больше π. 

· Величина [image: image38.png]


называется сферическим избытком (сферическим эксцессом)[2]. 

СЛАЙД №15

 Полярные треугольники

Всякому сферическому треугольнику АВС можно поставить в соответствие другой сферический треугольник А'В'С', вершины которого являются полюсами сторон ВС, СА, АВ сферического треугольника АВС, лежащими от этих сторон по ту же сторону, что и соответственно вершины А, В, С. Будем называть сферический треугольник А'В'С' полярным по отношению к сферическому треугольнику АВС.
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Если сферический треугольник А'В'С' является полярным по отношению к сферическому треугольнику АВС, то и сферический треугольник АВС полярен по отношению к сферическому треугольнику А'В'С'. 
Переход от данного сферического треугольника к треугольнику полярному относительно данного позволяет, зная свойства сторон первого треугольника, выводить из них свойства углов второго. Таким путём получается следующая теорема:

Теорема 1. Во всяком сферическом треугольнике:

1) каждый угол, увеличенный на два прямых, больше суммы двух других углов;

2) сумма трёх углов больше двух прямых и меньше шести прямых. 

Сферический треугольник, совпадающий со своим полярным треугольником, называется автополярным треугольником. Так как все вершины автополярного треугольника полярно сопряжены, все стороны этого сферического треугольника равны четверти большой окружности, откуда вытекает, что все три угла этого сферического треугольника прямые. На рис. 20 изображён автополярный треугольник АВС.  
[image: image40.jpg]



Равенство сферических треугольников

Два сферических треугольника называются равными, если их можно совместить друг с другом движением сферы. 
Равенство сферических треугольников, так же как равенство плоских треугольников, определяется равенством трёх элементов этих треугольников.

Первый признак равенства треугольников. Два сферических треугольника равны, если две стороны одного сферического треугольника равны двум соответственным сторонам другого сферического треугольника и равны углы между этими сторонами.
Второй признак равенства. Два сферических треугольника равны, если два угла одного сферического треугольника равны двум соответственным углам другого сферического треугольника и равны стороны между этими углами.

Третий признак равенства. Два сферических треугольника равны, если все три стороны одного сферического треугольника равны соответственным сторонам другого сферического треугольника.
Четвёртый признак равенства. Два сферических треугольника равны, если две стороны одного сферического треугольника равны двум соответственным сторонам другого сферического треугольника, углы, лежащие против двух равных сторон, равны, а углы, лежащие против двух других равных сторон, одновременно острые или тупые.
Пятый признак равенства. Два сферических треугольника равны, если два угла одного сферического треугольника равны двум соответственным углам другого сферического треугольника, стороны, лежащие против двух равных углов, равны, а стороны, лежащие против двух других равных углов, одновременно меньше или больше 
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Шестой признак равенства. Два сферических треугольника равны, если все три угла одного сферического треугольника равны соответственным углам другого сферического треугольника.
Сравнивая первый признак равенства со вторым, третий с шестым, а четвёртый с пятым, можно заметить, что если для двух сферических треугольников выполнен признак каждой пары, для полярных по отношению к ним треугольников выполнен второй признак той же пары. 
СЛАЙД №16

 Площадь сферического треугольника

Будем называть площадью сферической фигуры, по аналогии с площадью плоской фигуры, действительное число, удовлетворяющее следующим четырём требованиям:

1) площадь сферической фигуры является положительным числом, (свойство позитивности),

2) площадь сферической фигуры не изменяется при движении (свойство инвариантности),

3) если сферическая фигура разложена на две сферические фигуры, то площадь данной фигуры равна сумме площадей двух фигур, на которые она разложена (свойство аддитивности),

4) площадь всей сферы радиуса R равна 4(R2 (свойство нормировки).

площадь двуугольника, углы при вершинах которого равны (, равна,
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Рис. 24                                                          Рис. 25

Если нам дан сферический треугольник АВС, то пара больших окружностей, проходящих через две его стороны, определяет два двуугольника, углы которых равны углу сферического треугольника между этими сторонами (рис. 25). Всего таким образом получается шесть двуугольников: два с углом А, два – с углом В и два – с углом С. Сумма площадей шести двуугольников равна сумме площади S всей сферы и учетверённой площади S(() треугольника АВС, т.е.

2S(A)+2S(B)+2S(C)=S+4S(().

Так как 

S(A)=2r2A,     S(B)=2r2B,      S(C)=2r2C,

То мы получаем

4r2(A+B+C)=4(r2+4S((),

т.е.

S(()=r2(A+B+C-().                                              (2)

Так как величины S(() и r2 положительны, то величина А+В+С-( также положительна, откуда следует, что 

А+В+С((,

т.е. сумма углов сферического треугольника больше развёрнутого угла. Величина А+В+С-( называется угловым избытком сферического треугольника.

Таким образом, площадь сферического треугольника равна произведению его углового избытка на квадрат радиуса сферы.  [image: image45.png]
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 сумма сторон сферического треугольника меньше длины большой окружности.

 Малые окружности
Сечение сферы плоскостью, не проходящей через её центр, является малой окружностью. Так как все три точки сферы определяют единственную плоскость, то через всякие три точки сферы, не лежащие на большой окружности, можно провести единственную малую окружность. Действительно, пусть А, В, С – три точки данной сферы, не лежащие на одной большой окружности. Через них проходит единственная плоскость АВС. Плоскость АВС пересекает сферу, и притом по малой окружности, проходящей через точки А, В, С, так как данные точки не лежат по условию на одной большой окружности. Эта малая окружность единственна, так как плоскость АВС единственная.

Так как плоскость делит пространство на две области, то малая окружность делит сферу на две области, называющиеся сферическими сегментами. Та из этих областей, которая не выходит  за пределы полусферы, называется сферическим кругом.
Та из этих точек, для которой сферическое расстояние её от точек малой окружности меньше 
[image: image46.wmf]r

×

2

p

, называется сферическим центром малой окружности, а сферическое расстояние точек малой окружности до её сферического центра   называется сферическим радиусом  малой окружности. Малая окружность является геометрическим  местом точек сферы, равноотстоящих от одной большой окружности и расположенных по одну сторону от неё. Эта большая окружность называется базой малой окружности, а расстояние точек малой окружности до базы называется параметром малой окружности. Очевидно, что сферический радиус R и параметр Р малой окружности составляют в сумме 
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.  На рис. 28 изображены центр и база малой окружности.
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Рис. 28

Длина окружности сферического радиуса R равна
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Длина окружности параметра Р равна


[image: image50.wmf]r

Р

r

С

cos

2

×

=

p

.

_1171005804.unknown

_1171006166.unknown

_1175246280.unknown

_1171013585.unknown

_1171005890.unknown

_1170953185.unknown

_1171005472.unknown

_1170953604.unknown

_1170947415.unknown

