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Памяти моего так и не увиденного 
учителя Валерия Анатольевича Сендерова

ВВЕДЕНИЕ
b “2=!ш,. *л=““=.   “2=л C%“2% ……/м 

ч,2=2елем ›3!…=л= &j"=…2[. n“%Kе……% "=›-
…/м дл  ме…  K/л &g=д=ч…,* &j"=…2=[ C% 
м=2ем=2,*е, , “% "!еме…ем м%L ,…2е!е“ * 
.2%м3 !=ƒдел3 C%“2% ……% !%“. mе“*%ль*% ƒ=-
д=ч, %C3Kл,*%"=……/. " ›3!…=ле, ƒ=“2=",л, 
ме…  %K!=2,2ь …= …,. C!,“2=ль…%е "…,м=…,е. 
nд…%L ,ƒ “=м/. “л%›…/. “!ед, …,. K/л= 
ƒ=д=ч= l2159, C!едл%›е……=  ,ƒ"е“2…/м 
!%““,L“*,м ƒ=д=ч…/м *%мC%ƒ,2%!%м b=ле-
!,ем ̀ …=2%лье",чем qе…де!%"/м. t%!м3л,-
!%"*= ƒ=д=ч, K/л= “лед3ю?= : 

m=Lд,2е "“е …=23!=ль…/е ч,“л= k, c 2=-
*,е, ч2% "/!=›е…,е

n (n + 1)(n + 2)...(n + k $ 1) + c
 "л е2“  2%ч…%L “2еCе…ью дл  "“е. …=-
23!=ль…/. ч,“ел n, *!%ме, K/2ь м%›е2, 
*%…еч…%г% ,. ч,“л=.

o%…=ч=л3 ƒ=д=ч= *=ƒ=л=“ь м…е “%"е!ше……% 
…ед%“23C…%L, ,, ч2%K/ C%д“23C,2ь“  * …еL, 
  C!%ч,2=л м…%г% *…,г , “2=2еL. b …е*%2%-
!/. ,ƒ …,. K/л, C!едC!,… 2/ ш=г, C% ее 
,““лед%"=…,ю. m%, …=“*%ль*% м…е ,ƒ"е“2…%, 
C%л…%е !еше…,е …,*%гд= …е C3Kл,*%"=л%“ь 
…, " &j"=…2е[, …, " д!3г,. ›3!…=л=..

b  .2%L “2=2ье   C!,"ед3 !еше…,е ƒ=д=ч,, 
= 2=*›е …е*%2%!/е д!3г,е !еƒ3ль2=2/, *%2%-
!/е C%м%г32 ч,2=2елю 3л3чш,2ь “"%, ƒ…=…,  
% м…%г%чле…=. “ цел/м, *%.--,ц,е…2=м, , 
,. C!,ме…е…,, * 2е%!,, ч,“ел. j!%ме 2%г%, 
“2=2ь  C!,ƒ"=…= %KA “…,2ь, *=* "%ƒ…,*л= 
,де  !еше…,  .2%L ƒ=д=ч,, C%*=ƒ=2ь ш=г, 
д%*=ƒ=2ель“2"=, %KA “…   C!, .2%м л%г,*3 
,. "%ƒ…,*…%"е…, , …=*%…ец, !=“ш,!,2ь , 
3гл3K,2ь %“…%"…3ю ,дею дл  !еше…,  …е*%-
2%!/. …%"/. ƒ=д=ч. 

ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ФАКТЫ
b .2%м !=ƒделе   Cе!еч,“лю …=K%! ,…“2!3-

ме…2%", *%2%!/L C%…=д%K,2“  " д=ль…еLшем 
дл  !еше…,  ƒ=д=ч,, = 2=*›е …е*%2%!/е 
““/л*, дл  д=ль…еLшег% ч2е…, .

j,2=L“*=  2е%!ем= %K %“2=2*=.
Šе%!ем= (*,2=L“*=  2е%!ем= %K %“2=2*=.). 

o3“2ь 1 2, , , na a a  $ C%C=!…% "ƒ=,м…% C!%-
“2/е цел/е ч,“л=. Š%гд= “,“2ем= “!="…е…,L 

1 1modx b a ,
2 2modx b a ,
…
modn nx b a

,мее2 ед,…“2"е……%е !еше…,е C% м%д3лю 
1 2 na a a  дл  люK/. цел/. 1 2, , , nb b b . 

b ч=“2…%“2,, 3 .2%L “,“2ем/ г=!=…2,!%-
"=……% “3?е“2"3е2 …=23!=ль…%е !еше…,е x.
qлед“2",е 1. o!, 2е. ›е д%C3?е…, . % 

C%C=!…%L "ƒ=,м…%L C!%“2%2е ч,“ел ia  "е!е… 
“лед3ю?,L -=*2: е“л, x C!%Kег=е2 !%"…% 

ic  %“2=2*%" C% *=›д%м3 м%д3лю ia , 2% C% 
м%д3лю 1 2 na a a  ч,“л% x C!%Kег=е2 !%"…% 
1 2 nc c c  %“2=2*%".

m=,K%льш,L %K?,L дел,2ель м…%г%чле…%"
o%д …=,K%льш,м %K?,м дел,2елем д"3. 

м…%г%чле…%"  A x ,  B x  “ !=ц,%…=ль…/м, 
*%.--,ц,е…2=м,, ,ƒ *%2%!/. .%2  K/ %д,… 
…е !="е… 2%›де“2"е……% …3лю, м/ C%…,м=ем 
C!,"еде……/L м…%г%чле… (2.е. м…%г%чле…, 
“2=!ш,L *%.--,ц,е…2 *%2%!%г% !="е… ед,-
…,це)  D x  “ !=ц,%…=ль…/м, *%.--,ц,е…-
2=м, …=,K%льшеL “2еCе…,, *%2%!/L дел,2 %д-
…%"!еме……% ,  A x , ,  B x . dл  м…%г%ч-
ле…%" “ !=ц,%…=ль…/м, *%.--,ц,е…2=м,, 
*=* , дл  цел/. ч,“ел, !=K%2=е2 =лг%!,2м 
e"*л,д=, Kл=г%д=!  *%2%!%м3 м%›…% д%*=-
ƒ=2ь C!ед“2="ле…,е  D x  " “лед3ю?ем ",де:

         D x R x A x S x B x  ,

где  R x ,  S x  $ …е*%2%!/е м…%г%чле…/ “ 
!=ц,%…=ль…/м, *%.--,ц,е…2=м,.
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e“л, ›е м…%г%чле…  D x  2%›де“2"е……% 
!="е… 1, м…%г%чле…/ A (x) , B (x) “ !=ц,-
%…=ль…/м, *%.--,ц,е…2=м, …=ƒ/"=ю2“  
"ƒ=,м…% C!%“2/м,. l…%г%чле…/ “ цел/м, 
*%.--,ц,е…2=м, “ч,2=ю2“  "ƒ=,м…% C!%-
“2/м,, е“л, %…, "ƒ=,м…% C!%“2/ *=* м…%-
г%чле…/ “ !=ц,%…=ль…/м, *%.--,ц,е…2=м,. 
bƒ " "/ше3C%м …32%е !=ƒл%›е…,е дл  mnd 
д"3. "ƒ=,м…% C!%“2/. м…%г%чле…%"  A x , 
 B x  “ цел/м, *%.--,ц,е…2=м, , д%м…%-

›," ег% …= mnj ƒ…=ме…=2елеL *%.--,ц,е…-
2%"  R x ,  S x , м/ C%л3ч,м “лед3ю?ее 
32"е!›де…,е:
kемм= 1. dл  люK/. д"3. "ƒ=,м…% C!%-

“2/. м…%г%чле…%"  A x ,  B x  “ цел/м, 
*%.--,ц,е…2=м, “3?е“2"3е2 цел%е …е…3-
ле"%е ч,“л% M , д!3г,е м…%г%чле…/  C x ,

 D x  “ цел/м, *%.--,ц,е…2=м, 2=*,е, ч2%

       M A x C x B x D x  .

`лгеK!=,че“*,е ч,“л= 
, м,…,м=ль…/е м…%г%чле…/ 

j%мCле*“…%е ч,“л%   …=ƒ/"=е2“  =лге-
K!=,че“*,м, е“л, “3?е“2"3е2 …е…3ле"%L 
м…%г%чле…  P x  “ цел/м, *%.--,ц,-
е…2=м, 2=*%L, ч2%   0P   . m=C!,ме!, 
2 3  $ =лгеK!=,че“*%е ч,“л%, C%“*%ль*3 
 2 3 0P   , где   4 210 1P x x x   .

nче",д…%, ч2% м…%›е“2"% =лгеK!=,че“*,. ч,-
“ел “%де!›,2 *=* C%дм…%›е“2"% м…%›е“2"% 
!=ц,%…=ль…/. ч,“ел. q!ед, ч,“ел, …е  "л -
ю?,.“  =лгеK!=,че“*,м,, …=,K%лее ,ƒ"е“2…= 
*%…“2=…2= k,3",лл , %C!едел ем=  2=*:

!

1

10 n

n







0,1100010000000000000000010000... .

mе…3ле"%L м…%г%чле…  P x  “ цел/м, 
*%.--,ц,е…2=м, м,…,м=ль…%L “2еCе…,, дл  
*%2%!%г%   0P   , …=ƒ/"=е2“  м,…,м=ль-
…/м м…%г%чле…%м =лгеK!=,че“*%г% ч,“л= 
 . mе“л%›…% C%… 2ь, ч2% м,…,м=ль…/L 
м…%г%чле… люK%г% =лгеK!=,че“*%г% ч,“л= 
…ельƒ  !=ƒл%›,2ь …= м…%›,2ел, " м…%-
›е“2"е  x  "“е. м…%г%чле…%" “ цел/м, 
*%.--,ц,е…2=м,. j!%ме 2%г%, е“л, “3?е-
“2"3е2 д!3г%L м…%г%чле…  R x  “ цел/м, 
*%.--,ц,е…2=м,, ,мею?,L   " *=че“2"е 
*%!… , 2% ,ƒ C!едC%л%›е…,  % м,…,м=ль-
…%“2, “2еCе…, “лед3е2, ч2% deg degP R .
p=ƒдел,м м…%г%чле…  R x  …= м…%г%чле… 
 P x  “ %“2=2*%м:

       R x P x Q x S x  ,
C!,чем deg degS P . rм…%›=  %Kе ч=“2, 
…= …=,ме…ьш,L %K?,L ƒ…=ме…=2ель *%.--
-,ц,е…2%" м…%г%чле…%"  Q x ,  S x , м/ 
м%›ем “ч,2=2ь, ч2%  Q x  ,  S x  ,мею2 
цел/е *%.--,ц,е…2/. o%д“2="," x    " 
3!="…е…,е "/ше, …=Lдем, ч2%   0S   . qле-
д%"=2ель…%, ,ƒ 3“л%",  м,…,м=ль…%“2, “2еCе-
…, “лед3е2, ч2%  S x  2%›де“2"е……% !="е… 0, 
2.е.  R x  дел,2“  …= P(x). Š=*,м %K!=ƒ%м, 
"“е м…%г%чле…/ “ цел/м, *%.--,ц,е…2=м, , 
*%!…ем   *!=2…/ м,…,м=ль…%м3 м…%г%чле-
…3. hƒ д%*=ƒ=……%г% …емедле……% "/2е*=е2
qлед“2",е 2. j=›д/L …еC!,"%д,м/L (2.е. 

…е !=ƒл%›,м/L …= м…%›,2ел,) м…%г%чле… 
P(x) “ !=ц,%…=ль…/м, *%.--,ц,е…2=м, 
 "л е2“  м,…,м=ль…/м м…%г%чле…%м “"%,. 
*%!…еL.
kемм= 2. o3“2ь P(x) $ …еC!,"%д,м/L 

м…%г%чле… “ !=ц,%…=ль…/м, *%.--,ц,е…-
2=м,, 2%гд= P(x) , ег% C!%,ƒ"%д…=   P x  
"ƒ=,м…% C!%“2/.
d%*=ƒ=2ель“2"%. o!едC%л%›,м C!%2,"-

…%е, 2.е. ч2% “3?е“2"3е2 …еC%“2% ……/L м…%-
г%чле…  D x  “ !=ц,%…=ль…/м, *%.--,-
ц,е…2=м,, *%2%!/L дел,2 *=* P(x), 2=* , 

 P x . o%“*%ль*3 P(x) …еC!,"%д,м, 2% 
D(x) = c P(x), “лед%"=2ель…%, P(x) д%л›е… 
дел,2ь  P x , ч2%, %че",д…%, …еC!="д=. }2% 
д%*=ƒ/"=е2 лемм3 2.

kюK%ƒ…=2ель…/L ч,2=2ель м%›е2 …=L2, 
м…%г% ,…2е!е“…/. -=*2%" %K =лгеK!=,че“*,. 
ч,“л=. , м,…,м=ль…/. м…%г%чле…=., = 2=*-
›е !=““*=ƒ %K %д…%м "=›…%м *л=““е =лгеK!=-
,че“*,. ч,“ел, …=ƒ/"=ем/. ч,“л=м, o,ƒ%, " 
C!е*!=“…%L “2=2ье [2].

kемм= c=3““=
m=ƒ%"ем “%де!›=…,ем м…%г%чле…= P (x) = 

= a0 + a1x + ... + anx
n “ цел/м, *%.--,ц,е…-

2=м, …=,K%льш,L %K?,L дел,2ель  d d P  
"“е. ег% *%.--,ц,е…2%". e“л,   1d P  , 2% 
м…%г%чле… P (x) …=ƒ/"=ю2 C!,м,2,"…/м.
kемм= 3. o3“2ь      ,P x Q x x  .

Š%гд= d(PQ) = d(P)d(Q). b ч=“2…%“2,, 
C!%,ƒ"еде…,е д"3. C!,м,2,"…/. м…%г%чле-
…%" “…%"= K3де2 C!,м,2,"…/м м…%г%чле…%м.
d%*=ƒ=2ель“2"%. m=ч…ем “ C%“лед…ег% 

32"е!›де…, . o3“2ь P (x) = a0 + a1x + ... + 
+ anx

n
 
,   0 1 ... n

nQ x b b x b x     $ C!,-
м,2,"…/е м…%г%чле…/ ,ƒ  x , C!%,ƒ"е-
де…,е *%2%!/. …е  "л е2“  C!,м,2,"…/м, 
2.е. дл  …е*%2%!%г% C!%“2%г% ч,“л= p "е!…= 
дел,м%“2ь  p d PQ .

n a  n d m n i  g ` d ` ) e  b . ` .  q e m d e p n b `



j b ` m T 2 0 2 1 / 1 1 04
b/Kе!ем …=,ме…ьш,е ,…де*“/ s, t, дл  

*%2%!/. | sp a , | tp b . Š=*,е ,…де*“/ …=L-
д32“  " “,л3 C!,м,2,"…%“2, P , Q. j%.--
-,ц,е…2 C!, s tx   " м…%г%чле…е    P x Q x  
K3де2 !="е…

 1 1 2 2s t s t s t s tc a b a b a b        
 1 1 2 2s t s ta b a b      .

Š=* *=* s ia   , t ib   C!, 0i   дел 2“  …= p 
C% 3“л%",ю , | s tp c   C% C!едC%л%›е…,ю, 2% 
| s tp a b , = .2% C!%2,"%!еч,2 "/K%!3 ,…де*“%" 

s , t.
oе!е.%д  * %K?ем3 “л3ч=ю, ƒ=C,шем C!%-

,ƒ"%ль…/е м…%г%чле…/      ,P x Q x x   
" ",де

   0 0,P d P P Q d Q Q  ,

где 0 0,P Q  $ C!,м,2,"…/е м…%г%чле…/. Š=* 
*=*  , C% д%*=ƒ=……%-
м3 , 2% , 
ч2% , 2!еK%"=л%“ь д%*=ƒ=2ь.
kемм= 4 (лемм= c=3““=). 0ел%ч,“ле……/L 

м…%г%чле…, …еC!,"%д,м/L …=д  , 2=*›е 
…еC!,"%д,м …=д  .
d%*=ƒ=2ель“2"%. o!едC%л%›,м, ч2% дл  

…е*%2%!/. м…%г%чле…%"    R x x  , 
     ,P x Q x x  "/C%л… е2“  !="е…“2"% 
     R x P x Q x . o%“ле 3м…%›е…,  %Kе-

,. ч=“2еL .2%г% !="е…“2"= …= mnj ƒ…=ме-
…=2елеL , “%*!=?е…,  …= mnd ч,“л,2елеL 
"“е. *%.--,ц,е…2%" 3 P , Q, %…% Cе!еC,“/-
"=е2“  " ",де

     0 0aR x bP x Q x ,

где ,a b   , =  0P x  ,  0Q x  $ C!,м,2,"-
…/е м…%г%чле…/ …=д  . o% лемме 3 ,меем 
ad(R) = b, 2=* ч2% C%“ле “%*!=?е…,  C%л3ч=-
е2“  !=ƒл%›е…,е        0 0R x d R P x Q x ,
C%.2%м3 м…%г%чле…  R x  C!,"%д,м 2=*›е 
, …=д  x .

kемм= cе…ƒел 
b .2%м C%д!=ƒделе   %C,ш3 %че…ь "=›…/L 

!еƒ3ль2=2, *%2%!/L …е %д,… !=ƒ C!,г%д,2“  
" !еше…,,. dл  …=ч=л= ƒ=ме2,м, ч2% дл  
люK%г% м…%г%чле…=  P x  “2еCе…, 0, 2.е. 
2%›де“2"е……% !="…%г% *%…“2=…2е, "е!…% “ле-
д3ю?ее !="е…“2"%:    P x y P x  .

d=льше, дл  люK%г% л,…еL…%г% м…%г%чле…= 
P (x) "е!…% “%%2…%ше…,е P (x + y) = P (x) + 
+ cy, где *%…“2=…2= c !="…= *%.--,ц,е…23 
C!, x ,л,, д!3г,м, “л%"=м,, Cе!"%L 
C!%,ƒ"%д…%L м…%г%чле…= P.

b/ше“*=ƒ=……%е …е“л%›…% %K%K?,2ь …= 
“л3ч=L C!%,ƒ"%ль…%г% м…%г%чле…= “ C%-
м%?ью ме2%д= м=2ем=2,че“*%L ,…д3*ц,, 
C% “2еCе…, м…%г%чле…=. bе!е… “лед3ю?,L 
-=*2: е“л, P (x) $ м…%г%чле… “2еCе…, d “ 
цел/м, *%.--,ц,е…2=м,, 2% “C!="едл,"% 
!="е…“2"%

     1P x y P x f x y   
   2

2
d

df x y f x y   ,

где  
   
!

i

i
P x

f x
i

 , 1,2, ,i d   $ м…%г%- 

чле…/ “ цел/м, *%.--,ц,е…2=м, “2еCе…, 
…е "/ше d$1, = P(i)(x) $ i-  C!%,ƒ"%д…=  
P (x).

mеC%“!ед“2"е……/м “лед“2",ем .2%г% 
32"е!›де…,   "л е2“  “лед3ю?,L %че…ь 
C%леƒ…/L -=*2.
kемм= 5 (лемм= cе…ƒел ). o3“2ь  P x  $ 

м…%г%чле… “ цел/м, *%.--,ц,е…2=м,. Š%г-
д= дл  люK%г% C!%“2%г% q, …=23!=ль…%г% s , 
цел/. r, n "е!…% “лед3ю?ее “!="…е…,е:

.

МНОГОЧЛЕНЫ, 
ЗНАЧЕНИЯ КОТОРЫХ В ЦЕЛЫХ ТОЧКАХ 

СУТЬ ПОЛНЫЕ КВАДРАТЫ
b .2%L ч=“2, “2=2ь,   !=““*=›3 % …е*%2%-

!/. C%леƒ…/. -=*2=., *%2%!/е "%ƒ…,*л, 
" !еƒ3ль2=2е м%,. C%C/2%* !еш,2ь ƒ=д=ч3. 
“ !=ƒме“2,л .2, -=*2/ д% “=м%г% д%*=ƒ=2ель-
“2"=, ч2%K/ C!ед%“2=",2ь ч,2=2елю C!ед/-
“2%!,ю !еше…,  ƒ=д=ч,, = 2=*›е C!,д=2ь ем3 
д%“2=2%ч…% .…е!г,, дл  C!%ч2е…,  %“2=ль…%L 
ч=“2, “2=2ь,. m=ч…ем “% “лед3ю?еL лемм/.
kемм= 6. o!% м…%г%чле… P (x) че2…%L 

“2еCе…, “ цел/м, *%.--,ц,е…2=м, ,ƒ-
"е“2…%, ч2% ег% ƒ…=че…,  C!, люK/. д%“2=-
2%ч…% K%льш,. …=23!=ль…/. n , “2=!ш,L 
*%.--,ц,е…2  "л ю2“  *"=д!=2=м, цел/. 
ч,“ел. Š%гд= “3?е“2"3е2 м…%г%чле…  Q x  
“ цел/м, *%.--,ц,е…2=м, 2=*%L, ч2% 
   2P x Q x .
d%*=ƒ=2ель“2"%. o3“2ь д=……/L " 3“л%",, 

лемм/ м…%г%чле… ,мее2 ",д
  2 2 1

2 1 0
k k

kP x x a x a
    .

“ .%ч3 Cе!еC,“=2ь ег% " ",де

     2P x Q x r x  

= ,
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где  deg 1r x k  . )2%K/ C%… 2ь, ч2% 
.2% "%ƒм%›…%,   “!="…ю *%.--,ц,е…2/ 
C!, k tx   дл  t = 0,1,..., k $ 1 3 д"3. !=ƒ…/.

-%!м ƒ=C,“,: .

kег*% ",де2ь, ч2% C% .2,м “%%2…%ше…, м 
C%“лед%"=2ель…% , %д…%ƒ…=ч…% "%““2=…="-
л,"=ю2“  1 2 1 0, , , ,k kb b b b   . Š=*›е ",д…%, 
ч2% "“е ib   "л ю2“  !=ц,%…=ль…/м, ч,“л=-
м,; %K%ƒ…=ч,м че!еƒ M …=,K%льш,L %K?,L 
дел,2ель ,. ƒ…=ме…=2елеL. o% 3“л%",ю дл  
"“е. д%“2=2%ч…% K%льш,. …=23!=ль…/. n м/ 
,меем   2

nP n y , где ny   . o%“ле д%м…%-
›е…,  …= 2M  м/ C%л3ч,м “лед3ю?ее
“%%2…%ше…,е:      2 2 2

1nMy Q n M r n  , 
где      1Q x MQ x x   . e“л, 3  r x  
C%л%›,2ель…/L “2=!ш,L *%.--,ц,е…2, 
2% C!, д%“2=2%ч…% K%льш,. …=23!=ль…/. 
n "е!…% …е!="е…“2"%    2 2

1nMy Q n  ,, 
“лед%"=2ель…%,     22

11nMy Q n  .
`…=л%г,ч…%, е“л, “2=!ш,L *%.--,-
ц,е…2 м…%г%чле…=  r x  %2!,ц=2ель…/L,
2%     22

11nMy Q n   . b %K%,. “л3-
ч= . "/C%л… е2“  …е!="е…“2"% 

   2
12 1Q n M r n   C!, "“е. д%“2=2%ч-

…% K%льш,. …=23!=ль…/. n, ч2%, %че",д…%, 
…е"е!…%, 2=* *=* “2еCе…ь м…%г%чле…=  1Q x  
ме…ьше, чем “2еCе…ь м…%г%чле…=  r x . qле-
д%"=2ель…%, м…%г%чле…  r x  2%›де“2"е……% 
!="е… …3лю, ,    2P x Q x . n“2=л%“ь 
д%*=ƒ=2ь, ч2% м…%г%чле…  Q x  ,мее2 цел/е 
*%.--,ц,е…2/, " .2%м м…е C%м%›е2 “лед3-
ю?=  лемм=.
kемм= 7. l…%г%чле…  Q x  “ *%мCле*“-

…/м, *%.--,ц,е…2=м, 2=*%", ч2% ег% 
“2=!ш,L *%.--,ц,е…2 !=ц,%…=ль…/L, , 
дл  …е*%2%!%г% …=23!=ль…%г% k "“е *%.--
-,ц,е…2/ м…%г%чле…=  kQ x  цел/е. Š%гд= 

   Q x x  .
d%*=ƒ=2ель“2"%. o3“2ь   n

nQ x a x 
1

1 0
n

na x a
   , 2%гд=  kQ x  м%›…%

ƒ=C,“=2ь " ",де 1
1 0

kn kn
kn knb x b x b

   .
d%*=›ем C% ,…д3*ц,,, ч2% "“е *%.--,ц,е…-
2/ ia   "л ю2“  !=ц,%…=ль…/м,. q2=!ш,L 
*%.--,ц,е…2 na  ле›,2 " м…%›е“2"е !=ц,-
%…=ль…/. ч,“ел C% 3“л%",ю; C!едC%л%›,м, 
ч2% 1, , ,n n n sa a a   !=ц,%…=ль…/, , д%*=-
›ем, ч2% 1n sa    . dл  .2%г% " !="е…“2"е

1
1 0

kn kn
kn knb x b x b

   
 1

1 0

kn n
n na x a x a

   
“!="…,м *%.--,ц,е…2/ C!, 1kn sx   :

1
1 1

k
kn s n s nb ka a S

     , 

где  1, , ,n n n sS S a a a    $ ƒ…=че…,е 
!=ц,%…=ль…%L -3…*ц,, " !=ц,%…=ль…/. 
2%ч*=. 1, , ,n n n sa a a   ,, “лед%"=2ель…%, 
!=ц,%…=ль…%е ч,“л%. n2“юд=, “лед3е2, ч2%

*%.--,ц,е…2 1
1 1

n s
n s k

n

b S
a

ka
 

  


  2=*›е

 "л е2“  !=ц,%…=ль…/м, ч2% , 2!еK%"=л%“ь 
д%*=ƒ=2ь.

o!ед“2=",м 2еCе!ь м…%г%чле…  kQ x  “ 
цел/м, *%.--,ц,е…2=м, " ",де C!%,ƒ"е-
де…,  д"3. м…%г%чле…%"  Q x  ,   1kQ x   
c !=ц,%…=ль…/м, *%.--,ц,е…2=м,. o% 
лемме c=3““= “3?е“2"3е2 2=*%е !=ц,%…=ль-
…%е ч,“л% q, ч2% м…%г%чле…/  qQ x  ,

  11 kq Q x   ,мею2 цел/е *%.--,ц,е…2/. 
o!едC%л%›,м, ч2% q a b , где a, b $ цел/е 
"ƒ=,м…% C!%“2/е ч,“л=, 2%гд= м…%г%чле…/

 aQ x ,   1kbQ x   2=*›е ,мею2 цел/е 
*%.--,ц,е…2/. qлед%"=2ель…%, м…%г%чле…

   11 kka Q x x   . o% =лг%!,2м3 e"*л,д= 
дл  …=.%›де…,  …=,K%льшег% %K?ег% дел,-
2ел  “3?е“2"3ю2 цел/е ч,“л= s, t 2=*,е, ч2% 

 1 , 1ka s bt a b    . Š=*,м %K!=ƒ%м, м…%-
г%чле…      1 1 11 k k kka sQ x bsQ x Q x      
,мее2 цел/е *%.--,ц,е…2/. o!%д%л›=  
.2%2 C!%це““, лег*% C!,дем * 2%м3, ч2% 

 Q x  K3де2 ,ме2ь цел/е *%.--,ц,е…2/. 
}2% ƒ="е!ш=е2 д%*=ƒ=2ель“2"% лемм/ 7.

m=*%…ец, д%*=›ем %K%K?е…,е лемм/ 6.
kемм= 8. o!% м…%г%чле… P (x) “ цел/м, 

*%.--,ц,е…2=м, ,ƒ"е“2…%, ч2% ег% ƒ…=-
че…,  C!, люK/. д%“2=2%ч…% K%льш,. …=-
23!=ль…/. n  "л ю2“  *"=д!=2=м, цел/. 
ч,“ел. Š%гд= дл  …е*%2%!%г% м…%г%чле…= 

 Q x  “ цел/м, *%.--,ц,е…2=м, "е!…% 
2%›де“2"%    2P x Q x .
d%*=ƒ=2ель“2"%. b 3“л%",, .2%L лемм/ 3 

…=“ …е2 д%C%л…,2ель…/. %г!=…,че…,L, *=* " 
лемме 6, …%   C!,ме…ю “лед3ю?,L *!=“,-
"/L 2!ю*. nче",д…%, ч2% “3?е“2"3ю2 цел/е 
1l , 2l  2=*,е, ч2% м…%г%чле…/  1P x l  , 
 2P x l  …е ,мею2 %K?,. *%!…еL. l…%-

г%чле…      1 2H x P x l P x l     г=!=…-
2,!%"=……% ,мее2 че2…3ю “2еCе…ь , “2=!-

n a  n d m n i  g ` d ` ) e  b . ` .  q e m d e p n b `
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ш,L *%.--,ц,е…2,  "л ю?,L“  2%ч…/м 
*"=д!=2%м, = 2=*›е 2%ч…/м, *"=д!=2=м, 
 "л ю2“  , ег% ƒ…=че…,  "% "“е. д%“2=2%ч…% 
K%льш,. цел/. 2%ч*=.. o% лемме 6 “3?е-
“2"3е2 м…%г%чле…    1P x x   2=*%L, ч2% 
     21 2 1P x l P x l P x    . Š=* *=* м…%-

г%чле…/  1k   ,  2P x l  …е ,мею2 
%K?,. *%!…еL, 2% “3?е“2"3ю2 м…%г%чле…/ 

 R x ,  S x  2=*,е, ч2%    21P x l R x  ,
   22P x l S x  , C!,чем C% лемме 7 "“е 

*%.--,ц,е…2/  R x ,  S x  $ цел/е ч,“-
л=. qлед%"=2ель…%,  P x   "л е2“  *"=д!=-
2%м м…%г%чле…= “ цел/м, *%.--,ц,е…2=м,, 
ч2% , 2!еK%"=л%“ь д%*=ƒ=2ь.

h“.%д  ,ƒ д%*=ƒ=……%г% "/ше, м%›…% ƒ=*лю-
ч,2ь, ч2% е“л, м…%г%чле… “ цел%ч,“ле……/м, 
*%.--,ц,е…2=м,  "л е2“  C%л…/м *"=д!=2%м 
"% "“е. цел/. 2%ч*=., *!%ме, м%›е2 K/2ь, 
*%…еч…%г% ,. ч,“л=, 2% %… C!ед“2="л е2“  " 
",де *"=д!=2= м…%г%чле…= “ цел%ч,“ле……/-
м, *%.--,ц,е…2=м,. dл  .2%г% д%“2=2%ч…% 
ƒ=ме2,2ь, ч2% 32"е!›де…,е лемм/ 8 %“2=е2“  
" “,ле, е“л, ƒ=ме…,2ь " 3“л%",, &C!, люK/. 
д%“2=2%ч…% K%льш,. …=23!=ль…/. n[ …= &C!, 
люK/. д%“2=2%ч…% м=л/. цел/. n[. b%ƒм%›-
…%, =…=л%г,ч…/м %K!=ƒ%м м%›…% "/"е“2, 
C%.%›,L -=*2 % 2!е2ьеL, че2"е!2%L “2еCе… . 
, 2.д. m%, *=* ч,2=2ель м%›е2 ƒ=ме2,2ь, " 
-%!м3л,!%"*е ƒ=д=ч, ,ƒ"е“2…% 2%ль*% 2%, 
ч2% м…%г%чле… $ 2%ч…=  “2еCе…ь …=23!=ль…%г% 
ч,“л=, , м/ …е ƒ…=ем …="е!… *=, ч2% .2% ƒ= 
“2еCе…ь. e“2ь л, ƒде“ь *=*= -2% ƒ=*%…%ме!-
…%“2ь? “ "е!…3“ь * .2%м3 C%ƒ›е.

ПЕРВАЯ ПОПЫТКА РЕШЕНИЯ
m=“2=л% "!ем  …=*%…ец C%д“23C,2ь“  * !е-

ше…,ю ƒ=д=ч,. b .2%L гл="е   “" ›3 "%ед,…% 
*,2=L“*3ю 2е%!ем3 %K %“2=2*=. , лемм3 
cе…ƒел  , C%л3ч3 е?е …е“*%ль*% "“C%м%-
г=2ель…/. !еƒ3ль2=2%". q…=ч=л=   д%*=›3 
“лед3ю?3ю лемм3.
kемм= 9. o3“2ь P (x) $ …еC!,"%д,м/L 

м…%г%чле… “ цел/м, *%.--,ц,е…2=м,, …е 
!="…/L 2%›де“2"е……% *%…“2=…2е. Š%гд= 
“3?е“2"3е2 Kе“*%…еч…% м…%г% C!%“2/. 
ч,“ел q 2=*,., ч2% дл  *=›д%г% ,ƒ …,. 
"/C%л… е2“  !="е…“2"%    1q P n   C!, 
…е*%2%!%м цел%м  n n q .

gде“ь q  $ -3…*ц, , ƒ…=че…,е *%2%!%L …= 
…е…3ле"%м цел%м ч,“ле m %C!едел е2“  2=*:

.
d%*=ƒ=2ель“2"%. d%*=ƒ=2ель“2"%   C!%"ед3 " 

д"= .2=C=. m= Cе!"%м   д%*=›3, ч2% “3?е“2"3е2 
Kе“*%…еч…% м…%г% C!%“2/. дел,2елеL ƒ…=че…,L 
" цел/. 2%ч*=. д=……%г% " 3“л%",, м…%г%чле…=. 
}2% ,ƒ"е“2…%е " %л,мC,=д…%L “!еде 32"е!›де-
…,е, *%2%!%е …%“,2 …=ƒ"=…,е 2е%!ем/ x3!=. 
e“л, 3 P (x) “"%K%д…/L *%.--,ц,е…2 !="е… 
0, 2%  |x P x , , 32"е!›де…,е, %че",д…%, 
"е!…%е. b “л3ч=е  0 0P a   C!едC%л%›,м 
C!%2,"…%е, “3?е“2"3е2 2%ль*% *%…еч…%е м…%-
›е“2"%  1, , lM p p   C!%“2/. дел,2елеL 
ч,“ел ",д=  P n , где n $ цел%е. p=““м%2!,м 
м…%г%чле…     1 lQ x P a p p P a x   ;
C% лемме cе…ƒел  C!, люK/. цел%м n , 
C!%“2%м ip M  "/C%л… е2“  !="е…“2"% 

   
i ip pQ n P a   . Š=* *=* ч,“л=  Q n  , 
 P a  ,мею2 %д,… , 2%2 ›е …=K%! C!%“2/. 

м…%›,2елеL, ".%д ?,L " ,. !=ƒл%›е…,е " 
%д,…=*%"/. “2еCе… ., 2%

 
      1 lP a p p P a n Q n P a   . 

Š=*%е м%›е2 K/2ь, 2%ль*% е“л, м…%г%чле… 
 P x  2%›де“2"е……% !="е… *%…“2=…2е. qле-

д%"=2ель…%, …=ше C!едC%л%›е…,е …е"е!…%, = 
2е%!ем= x3!=, " “"%ю %че!едь, "е!…=.

Š=* *=* м…%г%чле…  P x  …еC!,"%д,м, 
2% C% лемме 2 “3?е“2"3ю2 м…%г%чле…/ 
 A x  ,  B x  “ цел/м, *%.--,ц,е…2=м, 

2=*,е, ч2%        A x P x B x P x C   
дл  …е*%2%!%г% цел%г% C. }2% %ƒ…=ч=е2, 
ч2% *=›д%е C!%“2%е q, K%льшее |C| (м/ 3›е 
ƒ…=ем C% 2е%!еме x3!=, ч2% ,. Kе“*%…еч…% 
м…%г%), дел ?ее  P n  C!, *=*%м-2% цел%м 
n, …е  "л е2“  дел,2елем ч,“л=  P n . 
o%.2%м3 ,ƒ лемм/ cе…ƒел  “лед3е2, ч2% дл  
2=*,. q, n "е!…% “лед3ю?ее:

.

g…=ч,2, C% *!=L…еL ме!е %д…% ,ƒ ч,“ел 
 P n  ,  P n q  дел,2“  …= q, …% …е де-

л,2“  …= 2q , ч2% , 2!еK%"=л%“ь.
ŠеCе!ь   д%*=›3 лемм3, C!,ме…е…,е *%2%-

!%L ƒ…=ч,2ель…% C!,Kл,ƒ,2 …=“ * !еше…,ю 
ƒ=д=ч,. }2% 32"е!›де…,е (“ …еK%льш,м, 
,ƒме…е…, м,) C%ƒ=,м“2"%"=…% ,ƒ ƒ=меч=-
2ель…%L “2=2ь, [3].

kемм= 10. o3“2ь  P x  $ м…%г%чле… “ це-
л/м, *%.--,ц,е…2=м, 2=*%L, ч2% C!, *=-
›д%м …=23!=ль…%м n, *!%ме, K/2ь м%›е2, 
*%…еч…%г% ,. ч,“л=, ƒ…=че…,е м…%г%чле…= 
 P n   "л е2“  …е2!,",=ль…%L 2%ч…%L 
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“2еCе…ью …е*%2%!%г% …=23!=ль…%г% ч,“л=, 
2.е.      s nP n m n , где  m n ,  s n  $ 
…=23!=ль…/е ч,“л=, K%льш,е 1. Š%гд= “3-
?е“2"3ю2 …=23!=ль…%е 1s   , м…%г%чле… 

   Q x x   2=*,е, ч2%    sP x Q x .
d%*=ƒ=2ель“2"%. o3“2ь P (x) =

= 1
1

t
taP P  , где a   , = P1, ..., Pt $ !=ƒ-

л,ч…/е …еC!,"%д,м/е м…%г%чле…/ “ цел/м, 
*%.--,ц,е…2=м,. dл  *=›д%L C=!/ !=ƒл,ч-
…/. ,…де*“%" i, j “3?е“2"3е2 цел=  …е…3ле-
"=  *%…“2=…2= ijc  2=*= , ч2%

       i ij j ij ijP x A x P x B x c   

C!, …е*%2%!/. м…%г%чле…=.  ijA x ,  ijB x  
“ цел/м, *%.--,ц,е…2=м,. o% лемме 9 “3?е-
“2"3ю2 C!%“2/е 1 1, , maxt j t ijq q a c    
2=*,е, ч2%    1

iq i iP n   C!, …е*%2%!/. 
…=23!=ль…/. n. q%гл=“…% "/K%!3 C!%“2/. 

iq  (…=C%м…ю, ч2%, " ч=“2…%“2,, i ijq c
дл  "“е. 1 j t  ) "/C%л… е2“  !="е…“2"% 

   0
iq j iP n  , ,…=че ле"=  ч=“2ь !="е…-

“2"=        i i ij i j i ij i ijP n A n P n B n c   
дел,2“  …= iq , " %2л,ч,е %2 C!="%L ч=“2,.

o% *,2=L“*%L 2е%!еме %K %“2=2*=. “3?е-
“2"3е2 2=*%е …=23!=ль…%е n, ч2% 

2
1 1modn n q ,

        …
2modt tn n q .

hƒ лемм/ cе…ƒел  “лед3е2, ч2% 
   1

iq iP n  ; 2=*›е %че",д…%, ч2% C!, "“е. 
%2л,ч…/. %2 i ,…де*“=. j C!%“2%е ч,“л% iq  …е 
дел,2  jP n , 2=* *=* %…% …е дел,2  j iP n .
qлед%"=2ель…%, дл  *=›д%г% ,…де*“= i "е!…% 
!="е…“2"%

       1 1i i iq q qP n a P n       

...   
it q t iP n     .

o%“*%ль*3   
iq P n      

iqs n Q n  ,
“лед%"=2ель…%,   | is n   дл  *=›д%г% 
1 i t  . g…=ч,2, 3 ч,“ел i  е“2ь %K?,L 
дел,2ель , 2.е. 1

11
t s

tP P Q    
дл  …е*%2%!%г% м…%г%чле…=  1Q x  . Š=* 
*=*  P n   "л е2“  2%ч…%L s-L “2еCе…ью, 2% 
s-L “2еCе…ью  "л е2“  2=*›е , ч,“л% a, C%.-
2%м3 м…%г%чле…    1

1
sQ x a Q x  3д%"ле2-

"%! е2 3“л%", м лемм/, ч2% , 2!еK%"=л%“ь 
…=L2,.

ВТОРАЯ ПОПЫТКА РЕШЕНИЯ
j=* 3›е …="е!… *= ƒ=ме2,л ч,2=2ель, 

C32ь * !еше…,ю ƒ=д=ч, %*=ƒ=л“  …еC!%“2/м. 
b *%…це *%…ц%", "“е C!ед/д3?,е !еƒ3ль2=-

2/ 3*=ƒ/"=ю2 …=м …= 2%, ч2% м/ д%л›…/ 
"/ “…,2ь, “3?е“2"3ю2 л, м…%г%чле…  Q x  
“ цел/м, *%.--,ц,е…2=м, , …е*%2%!%е …=-
23!=ль…%е ч,“л% 2s  , 3д%"ле2"%! ю?,е 
“лед3ю?ем3 2%›де“2"3:

     1 1 sx x x k c Q x     .

m=“*%ль*% м…е ,ƒ"е“2…%, " “3?е“2"3ю?еL 
л,2е!=23!е K/л= C!едC!,… 2= C%C/2*= !е-
ш,2ь ƒ=д=ч3 " “л3ч=е 2s  , *%2%!= , %д…=-
*%, …е ,мее2 …,чег% %K?ег% “ …=ш,м C%д.%-
д%м, …% ƒ=“л3›,"=е2 3C%м,…=…,  ƒде“ь. pе-
ше…,е м%›…% …=L2,, …=C!,ме!, " “2=2ье [1].
qлед“2",е 3. o3“2ь     , 1k cP x x x  
 1x k c   , 2%гд=  ,k cP x  C!, 2, 4k   

…е  "л е2“  *"=д!=2%м м…%г%чле…=.
d%*=ƒ=2ель“2"%. o!едC%л%›,м, ч2% 
   2,k cP x Q x , 2k n . Š%гд=
   , ,1k c k cP x P x  

     1 2 1k x x x k     
   2 21Q x Q x   .

qлед%"=2ель…%,
         1 1Q x Q x Q x Q x    

     1 2 1k x x x k     .
q!="…,"=  “2еCе…, м…%г%чле…%" ,ƒ "/ше-
C!,"еде……%г% !="е…“2"=, …е“л%›…% ƒ=ме-
2,2ь, ч2% м…%г%чле…  ,мее2 
!%"…% 1n   деL“2",2ель…/L *%!е…ь, " 2% 
"!ем  *=* !%"…% n !=ƒл,ч…/. деL“2",2ель-
…/. ч,“ел  "л ю2“  *%!… м, м…%г%чле…= 

. o%“*%ль*3 г!=-,* м…%-
г%чле…=  1y Q x   C%л3ч=е2“  ,ƒ г!=-
-,*=  y Q x  “д",г%м …= ед,…,ц3 "ле"%, 
*=›д%е ,ƒ (n $ 1)-г% !еше…,  3!="…е…,  

   1Q x Q x   ле›,2 ме›д3 C=!%L *%!-
…еL м…%г%чле…=    1Q x Q x  . g…=ч,2,

   1Q x Q x  
     2 4 2 2n x x x n     ,

   1Q x Q x  
     2 1 3 2 1x x x n     .

q*л=д/"=  .2, "/!=›е…, , C%л3ч=ем
       2 1 2 1 3 2 1Q x x x x n      

     2 4 2 2n x x x n     .
b/ч,2=  , C%д“2="л   " !еƒ3ль2=2 1x   
"ме“2% x, …=Lдем, ч2%

     3 5 2 1n x x x n     .
d"= C%л3че……/. "/!=›е…,  дл  2Q (x + 1) 

…е“%"ме“2…/ C!, 2n  . b .2%м м%›…% 
3Kед,2ь“ , …=C!,ме!, 2=*. o%д“2=",м " .2, 

n a  n d m n i  g ` d ` ) e  b . ` .  q e m d e p n b `
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!="е…“2"= 0x   , "/ч2ем %д…% ,ƒ д!3г%г%. 
l/ C%л3ч,м “%%2…%ше…,е
    2 1 3 2 1n n     

  3 2 4 2 2n n     ,
" *%2%!%м C!="=  ч=“2ь дел,2“  …= K%льш3ю 
“2еCе…ь д"%L*,, чем ле"= .

ГЛАВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
h2=*, 2еCе!ь м/ C%л…%“2ью г%2%"/ дл  

2%г%, ч2%K/ C%л3ч,2ь гл="…/L !еƒ3ль2=2 
…=шеL “2=2ь,. b C!ед/д3?,. !=ƒдел=. !=“-
“*=ƒ/"=л%“ь, *=*   ,“*=л K=л=…“ ме›д3 =л-
геK!%L , 2е%!,еL ч,“ел, , д%*=ƒ=л …е“*%ль*% 
!еƒ3ль2=2%", *%2%!/е C!,ƒ"=…/ %Kлегч,2ь 
C%…,м=…,е 2%г%, ч2% K3де2 …=C,“=…% …,›е. 

o3“2ь      1 1P x x x x m    , 
2%гд= "е!…= “лед3ю?=  лемм=.
kемм= 11. dл  *=›д%г% *%мCле*“…%г% 

a “2еCе…ь mnd м…%г%чле…%"  P x a  , 
 P x  …е C!е"%“.%д,2 2; K%лее 2%г%, е“л, 

m …ече2…%, 2% %…= …е C!е"%“.%д,2 1.
d%*=ƒ=2ель“2"%. q2!3*23!= м…%г%-

чле…=  P x  2=*%"=, ч2% ег% C!%,ƒ"%д…=  
 P x  ,мее2 !%"…% m $ 1 *%!е…ь 1 1, , mr r  ,

C!,чем .2, *%!…, м%›…% 3C%! д%ч,2ь 
2=*, ч2%K/ "/C%л… л%“ь …е!="е…“2"%
   11 2mm r m      

2 11 0mr r      .
j!%ме 2%г%, -3…*ц,   y P x  “,мме2-

!,ч…= %2…%“,2ель…% "е!2,*=ль-

…%L %“, 
1

2
m

x


  , C%.2%м3 

   i m iP r P r   C!, 1 i m  . hƒ “"%L“2" 
C!%,ƒ"%д…%L “лед3е2, ч2%  P x  д%“2,г=е2 
“"%ег% м=*“,м3м= …= *=›д%м %2!еƒ*е ",д= 
 ; 1i i    " 2%ч*е ir . qлед%"=2ель…%,

 
 

 
 

1 1i i

i i

P r P r

P r P r
 

 

= 
1 2

1 1
i i i i

i i i i

r r r m r m

r r r m r

   


  



,

, C!, 
2
m

i   "/C%л… е2“  …е!="е…“2"% 

   1i iP r P r  . 

o% “,мме2!,, дл  
2

2
m

i


  "/C%л… е2“ 

%K!=2…%е …е!="е…“2"%    1i iP r P r  . 
Š=*,м %K!=ƒ%м, дл  *=›д%г% *%мCле*“…%-
г% a 3!="…е…,е  P x a  ,мее2 …е K%лее 
д"3. *%!…еL ,ƒ м…%›е“2"=  1 1, , mr r   

*%!…еL  P x . d=льше, е“л, m …ече2…%, 2% 
   i m iP r P r   , “лед%"=2ель…%, *%л,че-

“2"% .2,. *%!…еL " .2%м “л3ч=е …е K%льше 
%д…%г%, ч2% , 2!еK%"=л%“ь д%*=ƒ=2ь.

l…е %“2=л%“ь д%*=ƒ=2ь C%“лед…юю *лю-
че"3ю лемм3, …е%K.%д,м3ю дл  !еше…,  
ƒ=д=ч,.
kемм= 12. o3“2ь m $ …=23!=ль…%е ч,“л%. 

o!едC%л%›,м, ч2% “3?е“2"3ю2 м…%г%ч-
ле…/  Q x ,  R x  “2еCе…, …е ме…ьше 2, 
“ *%мCле*“…/м, *%.--,ц,е…2=м, 2=*,е, 
ч2% 
        1 1P x x x x m R Q x     .

Š%гд= m че2…%, , “2еCе…ь м…%г%чле…=  Q x  
!="…= !%"…% 2.
d%*=ƒ=2ель“2"%. g=ме2,м, ч2% 
      P x R Q x Q x    . o3“2ь r $ *=-

*%L-л,K% *%мCле*“…/L *%!е…ь м…%г%чле…= 
 R x . Š%гд= м…%г%чле…  Q x r  дел,2 

*=* м…%г%чле…  P x , 2=* , м…%г%чле… 
        R Q x R r P x R r   , = “лед%-

"=2ель…%, , ,. mnd. hƒ лемм/ 11 “лед3е2, 
ч2% “2еCе…ь м…%г%чле…=  Q x r , *=* , 
м…%г%чле…=  Q x  д%л›…= K/2ь !%"…% 2, 
C!,чем m д%л›…% K/2ь че2…%, ч2% , 2!еK%"=-
л%“ь д%*=ƒ=2ь.

o3“2ь 2еCе!ь  Q x  ,мее2 ",д 
 2a x b c  , 2%гд= 
     1 1P x x x x m    

     2 2R a x b c S x b    
дл  …е*%2%!%г% м…%г%чле…=  S x  “ *%м-
Cле*“…/м, *%.--,ц,е…2=м,. Š=* *=*  P x  

“,мме2!,че… %2…%“,2ель…% b, 2% 
1

2
m

b


 .

n*%…ч=2ель…% м/ C%л3ч=ем, ч2% 2m k  
дл  …е*%2%!%г% …=23!=ль…%г% k, 

 
21

2
m

P x S x
        

,

   22 11 9
4 4 4

k
S x x x x

                   
 .

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
ŠеCе!ь м/ “%"“ем Kл,ƒ*, * !еше…,ю. o% 

C!="де г%"%! , K/л C!%дел=… д%лг,L C32ь, 
…% 2е!Cел,"/е ч,2=2ел, “еLч=“ K3д32 "%ƒ…=-
г!=›де…/.

o3“2ь      1 1 sx x x k c Q x      
дл  …е*%2%!%г% …=23!=ль…%г% ч,“л= 2s   
, …е*%2%!%г% м…%г%чле…=  Q x  “ *%м-
Cле*“…/м, *%.--,ц,е…2=м,. o3“2ь “2=!-
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ш,L *%.--,ц,е…2  Q x  !="е… a, 2%гд=, 
C%“*%ль*3 1sa  , м%›…% ƒ=ме…,2ь  Q x  

…=  1
Q x

a
 , “ч,2=2ь, ч2% м…%г%чле…  Q x  

 "л е2“  C!,"еде……/м. mе 3м=л   %K?…%-
“2,, м%›…% “ч,2=2ь, ч2%  Q x  …е  "л е2“  
“2еCе…ью д!3г%г% м…%г%чле…=, " C!%2,"…%м 
“л3ч=е м/ м%›ем ƒ=ме…,2ь s …= д!3г%е C%д-
.%д ?ее …=23!=ль…%е ч,“л%.

d=лее, *%!…,  Q x  ,мею2 " ле"%L ч=“2, 
*!=2…%“2ь …е ме…ее s, “лед%"=2ель…%, %…, 
"“е C% "л ю2“  " C!%,ƒ"%д…%L м…%г%чле-
…=      1 1P x c x x x k c      , = 
ƒ…=ч,2, “2еCе…ь …=,K%льшег% %K?ег% де-
л,2ел  м…%г%чле…%"  P x c  ,  P x  
…е ме…ьше T, где T $ *%л,че“2"% !=ƒл,ч-
…/. *%!…еL  Q x . o% лемме 11 ,меем 

1T   C!, …ече2…%м k , 2T   C!, че2…%м 
k. h…/м, “л%"=м,, л,K%  Q x x a  , 
л,K%   2Q x x ax b   . b люK%м “л3ч=е 

   Q x x �  C% лемме 7.

e“л,  Q x x a  , 2%
     1 1 sx x x k c x a      .

hƒ “!="…е…,  “2еCе…еL м…%г%чле…%" " ле"%L 
, C!="%L ч=“2 . !="е…“2"= C%л3ч=ем, ч2% 
k s , = “!="…е…,е “"%K%д…/. *%.--,ц,е…-
2%" д=е2 …=м sc a . oе!еC,шем !="е…“2"% " 
“лед3ю?ем ",де

     1 1x x x s x a a      .

j%!…, м…%г%чле…= " C!="%L ч=“2, ,мею2 ",д

2 2
cos sin

r r
a i

s s
   

 
, где .

kег*% C%… 2ь, ч2% C!, 1s   м…%›е“2"% .2,. 
*%!…еL …е “%"C=д=е2 “  0, 1, , 1s   , ч2% 
C!,"%д,2 * C!%2,"%!еч,ю.

b% "2%!%м “л3ч=е "е!…% !="е…“2"%

     21 1
s

x x x k c x ax b       .

q…%"= “!="…,"=  “2еCе…, , *%.--,ц,е…2/ 
%Kе,. ч=“2еL, м/ C%л3ч=ем, ч2% 2k s  , 

sc b , “лед%"=2ель…%

     21 1
s sx x x k x ax b b       .

j%!…, C!="%L ч=“2, 3!="…е…,   "л ю2“  
*%!… м, %д…%г% ,ƒ 3!="…е…,L

2 2 2
cos sin

r r
x ax b b i

s s
      

 
дл  …е*%2%!%г%  0, , 1r s  . g=ме2,м, 
ч2% C!="=  ч=“2ь .2,. 3!="…е…,L "е?е“2"е…-
…=, 2%ль*% е“л, 2r дел,2“  …= s, , !="…= л,K% 
b, л,K% b . Š=*,м %K!=ƒ%м, “3?е“2"3е2 …е 
K%лее че2/!е. C%д.%д ?,. *%!…еL 3C%м -
…32/. "/ше 3!="…е…,L. qлед%"=2ель…%, 
л,K% 2k   , 1s  , л,K% 4k   , 2s  .
oе!"/L “л3ч=L …е"%ƒм%›е… C% "/K%!3 s, "% 
"2%!%м “л3ч=е
   1 1x x x k   

     1 2 3x x x x    
 22 3 1 1x x    ,

“лед%"=2ель…%, 1c  . Š=*,м %K!=ƒ%м, д"%L-
*= …=23!=ль…/. ч,“ел    , 4, 1k c    "л е2-
“  ед,…“2"е……/м %2"е2%м * ƒ=д=че.

g=меч=…,е 1. d%*=ƒ=2ь, ч2% a, b  "л ю2“  
!=ц,%…=ль…/м, ч,“л=м,, м%›…% , …=C! -
м3ю, Kеƒ ,“C%льƒ%"=…,  лемм/ 7. m=C!,-
ме!, м%›…% “!="…,2ь *%.--,ц,е…2/ C!, 

1sx   3 ле"%L , C!="%L ч=“2еL " !="е…“2"е
     1 1 sx x x s c x a       , C%л3-

ч,2ь, ч2% 
1
2

s
a


 . `…=л%г,ч…%, “!="…,"= 

*%.--,ц,е…2/ C!, 2 1sx   " !="е…“2"е

     21 1
s

x x x k x ax b      , 

"/"%д,м, ч2% 2 1a s  . d=лее, C%“ле “!="-
…е…,  *%.--,ц,е…2%" C!, 2 2sx   "/ “-
… е2“ , ч2%    1 2 1 3b s s   , *%2%!%е 
2=* ›е, *=* , a,  "л е2“  !=ц,%…=ль…/м.

g=меч=…,е 2. gде“ь   %C,ш3 д!3г%L C%д-
.%д * !еше…,ю ƒ=д=ч,. a3дем “ч,2=2ь, ч2% 
!еƒ3ль2=2/ лемм 11, 12 …=м …е,ƒ"е“2…/.

m=C%м…ю, ч2% C% лемме 10 “3?е“2"3ю2 …=-
23!=ль…%е 1s   , м…%г%чле…    Q x x   
2=*,е, ч2%

     1 1 sx x x k c Q x     .
o%л=г=  0x  , …=.%д,м, ч2%  0 s sc Q b  .
Š=*,м %K!=ƒ%м, "е!…% !="е…“2"%

     1 1 s sx x x k Q x b     .

qлед%"=2ель…%,  s sQ j b   дл  "“е. 
1, , 1j k  . e“л, s …ече2…%, 2% м…%г%ч-

ле…  Q x b  ,мее2 м,…,м3м k !=ƒл,ч…/. 
*%!…еL: 0, 1, , 1k    , “2еCе…ь …е ме…ьше 
k. m% 2%гд= “2еCе…ь м…%г%чле…=  sQ x  …е 
ме…ьше sk, ч2% K%льше “2еCе…, м…%г%чле…= 

     1 1kP x x x x k    , = .2% …е"%ƒ-
м%›…%.

n a  n d m n i  g ` d ` ) e  b . ` .  q e m d e p n b `



j b ` m T 2 0 2 1 / 1 1 010
o!едC%л%›,м, ч2% s че2…%, " 2=*%м “л3ч=е 

д%“2=2%ч…% !=““м%2!е2ь “л3ч=L 2s  . oе!е-
C,шем …=ше !="е…“2"% " ",де
     2 21 1x x x k Q x b     

     Q x b Q x b   .
mе 3м=л   %K?…%“2,, м%›ем “ч,2=2ь, ч2% 
м…%г%чле…  Q x   "л е2“  C!,"еде……/м , 

0b  . g=ме2,м, ч2% 2%гд= k !="…% 3д"%-
е……%L “2еCе…, м…%г%чле…=  Q x , “лед%-
"=2ель…%, д%л›…% K/2ь че2…%, 2=*›е че2е… 
д%л›е… K/2ь *%.--,ц,е…2 C!, 1kx   3 
м…%г%чле…=  2 2Q x b . o%.2%м3 ч,“л% 

   0 1 1 1 2k k k      ,  "л ю?ее-
“  *%.--,ц,е…2%м C!, 1kx   3 м…%г%чле…= 
   1 1x x x k   , 2=*›е  "л е2“  че2-

…/м, = 2=* *=* k че2…%, 2% 2=*%е "%ƒм%›…% 
2%ль*% е“л, 4 k .

kег*% C%… 2ь, ч2% м…%г%чле…/  Q x b  
,  Q x b  ,мею2 !%"…% C% 2l k  !=ƒ-
л,ч…/. деL“2",2ель…/. *%!…еL, *%2%-
!/е " %KAед,…е…,, “%“2="л ю2 м…%›е“2"% 
 0, 1, , 1k   . o3“2ь r1 < r2 < ... < r l  
, s1 < s2 < ... < s l # *%!…, м…%г%чле…%" 

   R x Q x b   ,    S x Q x b   “%-
%2"е2“2"е……%. g=ме2,м, ч2% дл  люK%г% i l  
%2!еƒ*,  ,  ,мею2 %K?3ю 
2%ч*3, 2=* *=* …= *=›д%м ,ƒ …,. ле›,2 i-L 
C% C%! д*3 *%!е…ь C!%,ƒ"%д…%L м…%г%чле…= 

 Q x , “%"C=д=ю?еL 2=*›е “ C!%,ƒ"%д…%L 
*=* м…%г%чле…=  R x , 2=* , м…%г%чле…= 
 S x . Š=*›е C%… 2…%, ч2% е“л, ме›д3 д"3-

м  C%“лед%"=2ель…/м, *%!… м, м…%г%чле…= 
 R x  ле›,2 1a   *%!…еL  S x , 2% 2a  ,

,…=че K/ г!=-,*  y S x  *=“=л“  C! -
м%L 0y   , 3 м…%г%чле…=  S x  K/л K/ 
*!=2…/L *%!е…ь, ч2% …е"е!…%. `…=л%г,ч…% 
3“2=…="л,"=е2“  -=*2 C!% C%“лед%"=2ель…/е 
*%!…, м…%г%чле…=  S x . Š=*,м %K!=ƒ%м, %2-
!еƒ*,  ,  …е C!%“2% Cе!е“е-
*=ю2“ , = %д,… ,ƒ …,. ле›,2 "…32!, д!3г%г%. 

Š=* *=* 2l k  че2…%, 2% …=,ме…ьш,м 
“!ед, "“е. *%!…еL м…%г%чле…%"  R x  , 
 S x  K3де2 1r , = …=,K%льш,м K3де2 lr , C%-

.2%м3 "е!…= “лед3ю?=  цеC%ч*= …е!="е…“2":
1 1 2 2 3 3r s s r r s     

.
m=C%м…ю, ч2% 
 0, 1, , 1k    , C%.2%м3 *%!… м, м…%г%-

чле…=  Q x b  K3д32 ч,“л= 1 $k, 4 $k, ..., $3, 0, 
= *%!… м, м…%г%чле…= Q (x) + b K3д32 ч,“л= 
2 , 3 , , 2, 1k k    . e“л, 4k  , 2% 2l  ,
, C% 2е%!еме b,е2=  “%"C=д=ю2 “3мм/ *%!-
…еL "/ше3C%м …32/. м…%г%чле…%", = 2=*›е 

“%"C=д=ю2 “3мм/ C%C=!…/. C!%,ƒ"еде…,L 
.2,. *%!…еL. g…=ч,2, “%"C=д=ю2 , “3мм/ ,. 
*"=д!=2%", = ,ме……%:

   2 22 20 3 4 1k k      
   2 22 21 2 3 2k k       ,

…% .2% !="е…“2"% …е м%›е2 "/C%л… 2ь“ , 2=* 
*=* дл  люK%г% t
   2 2 24 1 2 10 17t t t t      

   2 222 10 13 3 2t t t t       .
qлед%"=2ель…%, 4k  , C!, .2%м

   3R x x x  ,      1 2S x x x   .
g…=ч,2,      2 2 2 1b S x R x     , 

2 1c b  . o=!= ч,“ел    , 4, 1k c    "л -
е2“  ед,…“2"е……/м !еше…,ем ƒ=д=ч,.

ДАЛЬНЕЙШИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ
o%“м%2!,м 2еCе!ь, ч2% м/ м%›ем “дел=2ь 

д=льше , *=* м%›…% C!,ме…,2ь …=*%Cле…-
…/е ƒ…=…, . m,›е   C!,"ед3 д"е ƒ=д=ч,, *%-
2%!/е *=›32“  м…е ,…2е!е“…/м, , "! д л, 
м%г32 K/2ь лег*% !еше…/ Kеƒ 32"е!›де…,L, 
д%*=ƒ=……/. "/ше.
g=д=ч= 1. o3“2ь
     2 21 3S x x x      21x d  ,

где d $ че2…%е …=23!=ль…%е ч,“л%. d%*=›,-
2е, ч2% дл  *=›д%г% *%мCле*“…%г% a “2е-
Cе…ь mnd м…%г%чле…%"  S x a  ,  S x  
…е C!е"%“.%д,2 1.
pеше…,е. e“л, 2d  , 2% .2% 32"е!›-

де…,е %че",д…%, C%.2%м3 …,›е !=““м=-
2!,"=е2“  “л3ч=L 2d  . g=ме2,м, ч2% 
е“л,      1 1P x x x x d    , 2% 
    22 2 1dP x S x d   . nK%ƒ…=ч,м че-

!еƒ 1 2 1, , ds s   *%!…, C!%,ƒ"%д…%L  S x . 
q!ед, …,. …е2 *!=2…/., , ,. м%›…% 3C%! -
д%ч,2ь “лед3ю?,м %K!=ƒ%м:

 22 2
2 11 3 3ds d     

 21 1s d   .
b“C%м…,м %K%ƒ…=че…,  ,ƒ лемм/ 11 , ƒ=ме-
2,м, ч2% "е!…% !="е…“2"%  22 1i is r d    
дл  1, , 2 1i d  . qлед%"=2ель…%, 
   2di iS s P r , , ,ƒ д%*=ƒ=2ель“2"= лем-

м/ 11 “лед3е2, ч2%

     1 2 2 1dS s S s S s    .

Š=*,м %K!=ƒ%м, дл  *=›д%г% *%мCле*“…%г% a 
3!="…е…,е  S x a  ,мее2 …е K%лее %д…%г% 
*%!…  ,ƒ м…%›е“2"=  1 2 1, , ds s   *%!…еL 

 S x , ч2% , 2!еK%"=л%“ь д%*=ƒ=2ь.
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g=д=ч= 2 m=Lд,2е "“е …=23!=ль…/е 
ч,“л= n 2=*,е, ч2% “3?е“2"3ю2 м…%г%-
чле…/  g x  ,  h x  “ *%мCле*“…/м, *%-
.--,ц,е…2=м,, “2еCе…ь *=›д%г% ,ƒ *%2%-
!/. …е ме…ьше 2, 2=*,е, ч2% м…%г%чле… 
  2 1nf x x x x     м%›…% C!ед“2=-

",2ь " ",де   g h x .
pеше…,е. o!,ме…   ,де, ,ƒ д%*=ƒ=2ель-

“2"= лемм/ 12, C%л3ч,м, ч2% е“л, K/ м…%-
г%чле…/ ,ƒ 3“л%",  ƒ=д=ч, “3?е“2"%"=л,, 2% 
м…%г%чле…/    f x g   ,  f x  дел,л,“ь 
K/ …= м…%г%чле…  h x    “2еCе…, …е ме…ь-
шеL 2, где   $ …е*%2%!/L *%мCле*“…/L 
*%!е…ь м…%г%чле…=  g x . qлед%"=2ель…%, 
“3?е“2"3е2 *=* м,…,м3м д"= *%!…  r, s м…%-
г%чле…=

   
 

1

2

1 1

1

n nnx n x
f x

x

   
 


,

2=*,е, ч2%    f r f s . kег*% C%… 2ь, ч2% 
, 1r s  . g=ме2,м, ч2%  1 1 1n nns n s     

,  1 1 1n nnr n r    . d=лее, ,ƒ !="е…“2"= 
   f r f s  “лед3е2, ч2%

2 21 1n ns s s r r r          .

q д!3г%L “2%!%…/, !="е…“2"% "/ше м%›…% 
ƒ=C,“=2ь *=*

.

o%льƒ3 “ь .2,м -=*2%м , "“C%м,…=  !="е…-
“2"= 

 1 1 1 1 ,n ns n s n   
 1 1 1 1n nr n r n    ,

C%л3ч,м, ч2%

1 1 1 1
1 1

1 1

n ns r
n s n r

               
.

n2“юд= лег*% "/"е“2,, ч2% 
1 1
1 1

n ns r
s r
 


 

,

ч2% .*","=ле…2…% !="е…“2"3
1 2 1 21 1n ns s s r r r           .

g…=ч,2, n ns r , = “лед%"=2ель…%, , 
   1 1 1 1 1 1 1n n ns n s n n r n       

1nr  . hƒ C%“лед…,. д"3. !="е…“2" C%л3ч=ем 
r s , ч2% …е"%ƒм%›…%, 2=* *=* C!%,ƒ"%д…=  
м…%г%чле…=  f x  …е ,мее2 *!=2…/. *%!…еL. 
l/ C%л3ч,л, C!%2,"%!еч,е “ C!едC%л%›е-
…,ем % “3?е“2"%"=…,, м…%г%чле…%"  g x  , 
 h x , C%.2%м3 …=23!=ль…/. n, 3д%"ле2"%! -

ю?,. 3“л%",ю ƒ=д=ч,, …е “3?е“2"3е2.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

b …=ч=ле .2%L “2=2ь,   C!ед%“2=",л …=-
K%! K=ƒ%"/. ,…“2!3ме…2%" ,ƒ =лгеK!/ , 
2е%!,, ч,“ел, *%2%!/м,   C%льƒ%"=л“  
C!, !еше…,, "/ше%ƒ"3че……%L ƒ=д=ч,. mе-
“м%2!  …= 2%, ч2% …е "“е .2, ,…“2!3ме…2/ 
%*=ƒ=л,“ь Cл%д%2"%!…/м,, %…, “%де!›=2 
" “еKе ƒ=меч=2ель…/е ,де,, *%2%!/е м%г32 
K/2ь C%леƒ…/ " K3д3?ем. j!%ме 2%г%, ,ƒ 
…,. ч,2=2ель м%›е2 C%че!C…32ь ч2%-2% C%-
леƒ…%е % C!,!%де C!%це““= !еше…,  ƒ=д=ч " 
цел%м. }2%2 C!%це““ C!е›де "“ег%  "л е2“  
."%люц,%……/м , %“…%"=… …= ме2%де C!%K , 
%ш,K%*. 

b %“…%"…/. !=ƒдел=. .2%L “2=2ь,   C%C/-
2=л“  C%*=ƒ=2ь ч,2=2елю ,…2е!е“…/е “" ƒ, 
ме›д3 =лгеK!%L , 2е%!,еL ч,“ел. b ч=“2…%-
“2,, лемм/ 11, 12 ,мею2 K%льш%L C%2е…-
ц,=л дл  C!,ме…е…,  " K%лее “л%›…/. , 
ƒ=."=2/"=ю?,. д/.=…,е ƒ=д=ч=.. ),2=2ель 
м%›е2 %Kд3м=2ь .2, лемм/ , C%C/2=2ь-
“  …=L2, …%"/е “C%“%K/ ,. C!,ме…е…, . 
Š=*›е "=›…/L м%ме…2 ƒ=*люч=е2“  " 2%м, 
ч2% C!,%K!е2е……/L …=K%! ,…“2!3ме…2%" 
%2*!/"=е2 C32ь * !е=л,ƒ=ц,, !=ƒл,ч…/. 
C%д.%д%" " !еше…,, ƒ=д=ч. }2% %че…ь C%-
леƒ…% дл  ш*%ль…,*%", *%2%!/е C%“2% ……% 
ƒ=… 2/ !еше…,ем ƒ=д=ч , г%2%" 2“  * м=2е-
м=2,че“*,м “%!е"…%"=…, м "/“%*%г% 3!%"-
… , …=C!,ме!, 2=*,м, *=* ме›д3…=!%д…=  
м=2ем=2,че“*=  %л,мC,=д=.

n2меч3 …=C%“лед%*, ч2% …=ше 3C%!“2"% ƒ=-
"ел% …=“ %че…ь д=ле*% , C%м%гл% …=м C!%L2, 
м%ме…2/ *!,ƒ,“=. Š%ч…ее г%"%! , *%гд= м/ 
“2=л*,"=ем“  “ %C!еделе……/м, 2!3д…%“2 -
м, C!, !еше…,, “л%›…/. ƒ=д=ч, “2%L*%“2ь 
, “2!=“2ь * C!е%д%ле…,ю .2,. 2!3д…%“2еL 
C%м%г=ю2 3",де2ь , C%… 2ь 2%, % чем K/ м/ 
…,*%гд= …е м%гл, C%м/“л,2ь !=…ьше.

Литература
1. b.a3г=е…*% , д!. o!%,ƒ"еде…,  C%“лед%"=-

2ель…/. …=23!=ль…/. ч,“ел. $ l=2е!,=л/ kе2-
…еL *%…-е!е…ц,, Š3!…,!= г%!%д%" 2008. 
2. `.eг%!%". ),“л= o,ƒ%. $ &j"=…2[, 2005, 

1 5. 
3. o.j%›е"…,*%", b.qе…де!%". dел,2ел, 

ƒ…=че…,L м…%г%чле…=. $ qK%!…,* &g=д=ч, 
q=…*2-oе2е!K3!г“*%L %л,мC,=д/ C% м=2ем=2,*е 
2010 г%д=[. $ qoK.: mе"“*,L d,=ле*2, 2010, 
“. 121$129.
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Часть 2
When you can measure what you are speaking 

about, and express it in numbers, you know 
something about it; but when you cannot measure 
it, when you cannot express it in numbers, your 
knowledge is of a meagre and unsatisfactory kind.

Lord Kelvin

Когда вы можете измерить то, о чем говори-
те, и выразить это числами, вы кое-что знаете 
об этом; но когда вы не можете выразить это 
в числах, ваши знания скудны и неудовлетво-
рительны.

Лорд Кельвин

b .2%L ч=“2, “2=2ь, м/ !=““м%2!,м 2е%!е-
2,че“*,е %це…*,, *%2%!/е C%ƒ"%л ю2 C%л3-
ч,2ь 3!="…е…,е `!!е…,3“=, “!="…,м "/"%д/ 
2е%!,, “ !еƒ3ль2=2=м, …=ш,. .*“Cе!,ме…-
2%", %K“3д,м "%C!%“/ C!,ме…е…,  3!="…е…,  
" !=ƒ…/. C!,л%›е…, . , "“C%м…,м е?е !=ƒ 
%K `!!е…,3“е, l=*“"елле , д!3г,. 3че…/., 
%“2=","ш,. “лед " !=ƒ!=K%2*е ме2%д%" , " 
!еше…,, ƒ=д=ч -,ƒ,че“*%L *,…е2,*,. b *%…-
це “2=2ь, K3д32 д=…/ C!%“2/е 3C!=›…е…,  
C% 2еме “2=2ь,. mе*%2%!/е ,ƒ ƒ=д=ч $ .2% 
“2=!=  , *!=“,"=  -,ƒ,*=, %C!="д/"=ю?=  
де",ƒ &h“2%!,  $ 3ч,2ель ›,ƒ…,[.

m=ч…ем “ 3!="…е…,  `!!е…,3“=. o%C!%K3-
ем !=ƒ%K!=2ь“ , *=* ,ƒ 2е%!е2,че“*,. C!ед-
C%“/л%* C%л3ч=е2“  .2% 3!="…е…,е, " чем ег% 
“м/“л , ч2% &“C! 2=…%[ " C%“2% ……/. A , 
aE  " -%!м3ле (2).
o!, .,м,че“*,. !е=*ц, . ,ƒ ,“.%д…/. 

=2%м%" , м%ле*3л %K!=ƒ3ю2“  …%"/е “%ед,-
…е…, , ,%…/ !=ƒ…%L *!=2…%“2, " !=“2"%!е, 
м%ле*3л !…/е *%мCле*“/, г=ƒ%%K!=ƒ…/е 
"е?е“2"= , 2.д. )2%K/ !е=г,!3ю?,е ч=“2,ц/ 
, C!%ме›32%ч…/е “%ед,…е…,  "“23C,л, "% 
"ƒ=,м%деL“2",е “ %K!=ƒ%"=…,ем …%"/. “%е-
д,…е…,L, …е%K.%д,м% "/C%л…е…,е …е 2%ль*% 

Время жизни шипучей 
таблетки в стакане воды

А. МИТРОФАНОВ

ƒ=*%…= “%.!=…е…,  C%л…%L .…е!г,, “,“2ем/, 
…% , “лед3ю?,. 3“л%",L. b%-Cе!"/., !е=-
г,!3ю?,е ч=“2,ц/ д%л›…/ "“2!е2,2ь“ , 
C%C!%“23 г%"%!  $ “2%л*…32ь“  д!3г “ д!3-
г%м. b м,!е %че…ь м…%г% "е?е“2", *%2%!/е 
г%2%"/, …% …е "“23C,л, " !е=*ц,ю д!3г “ 
д!3г%м л,шь C%2%м3, ч2% …е "“2!е2,л,“ь. 
b%-"2%!/., 2=* *=* ,“.%д…/е м%ле*3л !…/е 
*%мCле*“/, "“23C=ю?,е " !е=*ц,ю, *=* C!=-
",л%, …е %Kл=д=ю2 це…2!=ль…%L “,мме2!,еL, 
%…, C!, “2%л*…%"е…, . д%л›…/ K/2ь %!,-
е…2,!%"=…/ д%л›…/м %K!=ƒ%м %2…%“,2ель…% 
д!3г д!3г=. h "-2!е2ь,., ч2%K/ !е=*ц,  
“%“2% л=“ь, .…е!г,  “2=л*,"=ю?,.“  ч=“2,ц 
д%л›…= K/2ь д%“2=2%ч…% "/“%*%L, = ,ме…-
…% $ C!е"/ш=2ь C%!%г%"3ю "ел,ч,…3 aE , 
.=!=*2е!,ƒ3ю?3ю д=……3ю !е=*ц,ю " 3“л%-
", . .*“Cе!,ме…2=, *=* .2% C%л=г=л `!!е-
…,3“. n… Cе!"/м че2*% “-%!м3л,!%"=л .2% 
-,ƒ,че“*%е 2!еK%"=…,е , C!едл%›,л ,“C%ль-
ƒ%"=2ь …%"/L 2е!м,… $ .…е!г,ю =*2,"=ц,, 
aE , C!=",ль…% %KA “…," ее “32ь. 
hƒ"е“2…%, ч2% %K/ч…% .…е!г,  =*2,"=ц,, 

…=м…%г%, " де“ 2*, !=ƒ, C!е"/ш=е2 2еCл%"3ю 
.…е!г,ю !е=г,!3ю?,. =2%м%" " %K%ƒ!,м%м 
д,=C=ƒ%…е 2емCе!=23!. b …=ш,. %C/2=. C!, 
2емCе!=23!е "Kл,ƒ, *%м…=2…%L aE  K/"=е2 
2%г% ›е C%! д*= ,л, " …е“*%ль*% !=ƒ ме…ь-
ше, чем .=!=*2е!…=  =2%м…=  .…е!г, , *%2%-
!3ю ,мею2 .ле*2!%…/ …= "…еш…,. %K%л%ч-
*=. =2%м%" ,л, м%ле*3л, 2.е. 2е. .ле*2!%…%", 
*%2%!/е %2"е2“2"е……/ ƒ= .,м,че“*,е “" ƒ, 
ч=“2,ц , ƒ= ,. .,м,че“*,е C!е"!=?е…, . 
r …=“ ,ƒ %C/2%" “ ш,C3ч,м, 2=Kле2*=м, 
=“C,!,…= .…е!г,  =*2,"=ц,, C!%,“.%д ?еL 
!е=*ц,, C%л3ч,л=“ь !="…%L %*%л% 0,6 .b. 
dл  “!="…е…, , .…е!г,  =2%м= "%д%!%д= " 
%“…%"…%м “%“2% …,, !="…= 13,5 .b, = .…е!г,, 
“" ƒеL =2%м%" " м%ле*3л=. C%! д*= %д…%г% 
,л, …е“*%ль*,. .ле*2!%…"%ль2. g=ме2,м, 
ч2% .…е!г,  =*2,"=ц,, дл  *%…*!е2…%L !е=*-
ц,, $ .2% …е*%2%!=  .--е*2,"…=  .…е!г, , 
%2…%“ ?= “  * "ƒ=,м%деL“2",ю K%льш%г% n*%…ч=…,е. m=ч=л% $ " C!ед/д3?ем …%ме!е ›3!…=л=.
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=…“=мKл  ч=“2,ц, 3ч=“2"3ю?,. " 2еCл%"%м 
д",›е…,,, = …е * %2дель…/м =2%м=м ,л, 
м%ле*3л=м. o%"2%!,м“ , ч2%, *!%ме "“ег% 
C!%чег%, дл  =…“=мKл  !е=г,!3ю?,. ч=“2,ц 
"“егд= д%л›е… "/C%л… 2ь“  ƒ=*%… “%.!=…е-
…,  .…е!г,,, 2.е. “%Kлюд=2ь“  C%л…/L .…е!-
ге2,че“*,L K=л=…“ !е=*ц,,, 3ч,2/"=  "“е ее 
*=…=л/. 

nце…,м д%лю =2%м%" " C!%,ƒ"%ль…%м %KA-
еме, .…е!г,  *%2%!/. C!е"/ш=е2 …е*%2%!3ю 
ƒ=д=……3ю (,л, …=Lде……3ю …=м,, ,л, ,ƒ"е“2-
…3ю) .…е!г,ю =*2,"=ц,, aE . h“C%льƒ3ем 
C!%“2еLш3ю м%дель. nче",д…%, ч2% е“л, K/ 
м/ !=““м=2!,"=л, …е !е=*ц,ю " ›,д*%“2, 
…= C%"е!.…%“2, 2"е!д%г% 2ел=, = ,де=ль…/L 
г=ƒ " !="…%"е“,, (2еCл%"%м , ме.=…,че-
“*%м), 2% !=“C!еделе…,е =2%м%" ,л, м%ле*3л 
C% “*%!%“2 м %C,“/"=л%“ь K/ ,ƒ"е“2…%L 
(C!=",ль…ее “*=ƒ=2ь &ƒ…=ме…,2%L[) -%!-
м3л%L l=*“"елл=. }2= -%!м3л= " !=ƒ…/. 
C!ед“2="ле…, . д=е2 !=“C!еделе…,е ч=“2,ц 
,де=ль…%г% г=ƒ= C% “*%!%“2,, =K“%лю2…%L 
“*%!%“2,, C% ,мC3ль“3 ,л, C% .…е!г,, C!, 
ƒ=д=……%L 2емCе!=23!е г=ƒ= (!,“. 3). e“л, " 
-%!м3ле l=*“"елл= %2 “*%!%“2, Cе!еL2, * 
=K“%лю2…%L “*%!%“2,, 2.е. …е ,…2е!е“%"=2ь“  
…=C!="ле…,ем д",›е…,  ч=“2,ц " C!%“2!=…-
“2"е, 2% “C!="едл,"% 2=*%е "/!=›е…,е дл  
ч,“л= ч=“2,ц " г=ƒе “% “*%!%“2 м, " д,=C=-
ƒ%…е v, v + dv:

   dN v NF v dv 

  3 24 2N m kT    
   2 2exp 2v mv kT dv , (3)

где N $ ч,“л% ч=“2,ц " “,“2еме (,л, " %KA-
еме), k = 1,38 · 10$23 d›/j $ C%“2% ……=  
a%льцм=…=, m $ м=““= ч=“2,ц/. m=C%м…,м 
*,…е2,че“*%е %C!еделе…,е 2емCе!=23!/ ,де-

=ль…%г% г=ƒ= *=* ме!/ “!ед…еL *,…е2,че“*%L 
.…е!г,, д",›е…,  ч=“2,ц:

2 2 3 2mv kT . 

o%“*%ль*3 *,…е2,че“*=  .…е!г,  ч=“2,ц/ 
2 2E mv , 2% ,ƒ -%!м3л/ (3) C%л3ч=ем "/-

!=›е…,е дл  -3…*ц,, !=“C!еделе…,  ч=“2,ц 
C% .…е!г,, Ef :

    32 expEf E kT E kT     
 

. (4)

b -%!м3ле (4) (, д!3г,. "/!=›е…, . 
дл  -3…*ц,L !=“C!еделе…, ) %2 .…е!г,, 
%2дель…/. =2%м%" ,л, м%ле*3л “ м=““%L m 
м%›…% Cе!еL2, * .…е!г,, м%л  "е?е“2"= l, 
ƒ=ме…," C%“2% ……3ю k 3…,"е!“=ль…%L г=ƒ%-
"%L C%“2% ……%L R = 8,314 d›/(м%ль · j) . 
b .2,. %K%ƒ…=че…, . Cл%2…%“2ь "е!% 2…%“2, 
ч=“2,ц C% .…е!г,, ƒ=C,“/"=е2“  2=*: 

    32 ( ) expEf E RT E RT    .

gде“ь м/ %K%ƒ…=ч,л, .…е!г,ю 2ем ›е “=м/м 
“,м"%л%м E, …% %…= (.…е!г, ) 3›е %2…%“,2“  
* м%лю "е?е“2"= , ,ƒме! е2“  " ед,…,ц=. 
d›/м%ль.

d% “,. C%! м/ !=““м=2!,"=л, !="…%"е“…/L 
,де=ль…/L г=ƒ. m% *=*%е %2…%ше…,е .2%2 -,-
ƒ,че“*,L %KAе*2 ,мее2 * г=ƒ,!%"*е ,л, ш,-
C3чеL 2=Kле2*е? n*=ƒ/"=е2“ , ч2% !=“C!еде-
ле…,е l=*“"елл= C% .…е!г,, “C!="едл,"% …е 
2%ль*% дл  ,де=ль…%г% г=ƒ=, …% , дл  ч=“2,ц 

Рис. 3. а) Распределение молекул по скорости, 
б) распределение молекул по энергии

Джеймс Клерк Максвелл (1831–1879)
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“ люK/м, “,л=м, "ƒ=,м%деL“2",  ме›д3 
м%ле*3л=м, 3 C!%,ƒ"%ль…%L *л=““,че“*%L 
“,“2ем/ (2.е. …е =…“=мKл  ч=“2,ц “ *"=…2%-
"/м, “"%L“2"=м,). (}2% “%"“ем …е%че",д…%е 
32"е!›де…,е д%*=ƒ/"=е2“  " “2=2,“2,че“*%L 
-,ƒ,*е.) o%.2%м3 м/ м%›ем " !=“че2=. 
,“C%льƒ%"=2ь -%!м3л3 (4) C!,ме…,2ель…% * 
=*2,"…/м ч=“2,ц=м " !е=*ц,, (1) " "%д…%L 
“!еде …= г!=…,це 2"е!д%г% 2ел= (2=Kле2*,) 
(" *"=ƒ,!="…%"е“…/. 3“л%", ., *%гд= “*%-
!%“2ь !е=*ц,, …е “л,ш*%м "ел,*=).

m=C%м…,м, ч2% C% %C!еделе…,ю -3…*ц,, 
Cл%2…%“2, "е!% 2…%“2, Ef  -%!м3л=

E EdN Nf dE 

    32 expN E kT E kT dE     
 

(5)

C%*=ƒ/"=е2, “*%ль*% "“ег% ч=“2,ц “ .…е!г,еL 
E …=.%д,2“  " 3ƒ*%м ,…2е!"=ле .…е!г,L E, 
E + dE, ( dE E ), где N $ C%л…%е ч,“л% 
ч=“2,ц " =…“=мKле, T $ ег% =K“%лю2…=  2ем-
Cе!=23!=. q C%м%?ью .2%L -%!м3л/ м%›…% 
…=L2, д%лю "“е. ч=“2,ц W, .…е!г,  *%2%-
!/. C!е"/ш=е2 ƒ=д=……3ю, " …=шем “л3ч=е 
…=Lде……3ю ,ƒ %C/2= "ел,ч,…3 Ea. t3…*ц,ю 
W (T, Ea) м%›…% ,…2е!C!е2,!%"=2ь *=* "е-
!% 2…%“2ь 2%г%, ч2% *,…е2,че“*=  .…е!г,  
,%…=, м%ле*3л/ ,л, =2%м= C!е"/ш=е2 ƒ…=че-
…,е aE  дл  !="…%"е“…%г% м=*“"елл%"“*%г% 
!=“C!еделе…,  ч=“2,ц C% .…е!г,,. hме……% 
.2, ч=“2,ц/ =*2,"…/е , C!,…,м=ю2 3ч=“2,е 
" !=““м=2!,"=ем%L .,м,че“*%L !е=*ц,,. 
)2%K/ …=L2, W, …=д% C!%“3мм,!%"=2ь ч=-
“2,ц/ (C!%,…2ег!,!%"=2ь -%!м3л3 (5)) " 
,…2е!"=л=. idE  дл  "“е. .…е!г,L "/ше C%-
!%г%"%г% ƒ…=че…,  Ea , C%дел,2ь !еƒ3ль2=2 
“3мм,!%"=…,  …= C%л…%е ч,“л% ч=“2,ц N. 
q%*!=2," (3K!=") цеC%ч*3 "/ч,“ле…,L, *=* 
!еƒ3ль2=2 C%л3ч,м

 aW E E 

    a a3 expkT E E kT   , (6)
,л, " д!3г,. %K%ƒ…=че…, .
  aW E E 

    a a3 expRT E E RT   . (6*)

}2, -%!м3л/ C%ƒ"%л ю2 …=м C%д“ч,2=2ь д%-
лю ч=“2,ц (%2 ,. C%л…%г% ч,“л=) “ .…е!г,еL, 
C!е"/ш=ю?еL ƒ…=че…,е .…е!г,, Ea, , %C!е-
дел,2ь, *=* .2= д%л  ƒ=",“,2 %2 =K“%лю2…%L 
2емCе!=23!/ T %KAе*2= C!, 3“л%",,, ч2% 
.…е!г,  ч=“2,ц K%льш=  C% “!="…е…,ю “ 2е-
Cл%"%L .…е!г,еL ( aE E RT  ).

bе!…ем“  * %C/2=м “ ш,C3ч,м =“C,!,-
…%м. o%“*%ль*3, “%гл=“…% ,де м `!!е…,3“=, 
2%ль*% K/“2!/е ч=“2,ц/ “ .…е!г,еL aE E  
“C%“%K…/ ƒ=C3“2,2ь , C%дде!›,"=2ь .,м,-
че“*3ю !е=*ц,ю, 2% ее “*%!%“2ь ,л, *%…-
“2=…2= “*%!%“2, C!%C%!ц,%…=ль…/ -3…*ц,, 

 aW E E . dл,2ель…%“2ь C!%це““= !=“-
2"%!е…,  2=Kле2*, %K!=2…% C!%C%!ц,%…=ль…= 
W. m%!м,!%"=" *!,"3ю  1W T  " %д…%L ,ƒ 
2%че* 2емCе!=23!…%L ш*=л/, …=C!,ме! " 2%ч-
*е 0 C   , C%л3ч,м (…е "д="= “ь " де2=л, 
ме.=…,ƒм= д=……%L .,м,че“*%L !е=*ц,, ), " 
!=м*=. C!ед“2="ле…,L `!!е…,3“=, 2е%!е2,-
че“*3ю %це…*3 "!еме…, ›,ƒ…, 2=Kле2*, " 
“2=*=…е "%д/ " ƒ=",“,м%“2, %2 2емCе!=23!/ 
"%д/. dл  “!="…е…,  !еƒ3ль2=2%" ,ƒме!е…,L 
, !=“че2%" " "/K!=……%м …=м, д,=C=ƒ%…е 2ем-
Cе!=23! 0–30 C  3д%K…= ш*=л= …= !,“3…*е 
4  " г!=д3“=. 0ель“, . m=C%м…,м, ч2% C!, 
!=“че2=. -%!м3л (6) ,л, (6*) ,“C%льƒ%"=-
л=“ь 2%ль*% %д…= &C%“2%!%……  [ -,ƒ,че“*=  
"ел,ч,…= (,л, .*“Cе!,ме…2=ль…/L C=!=-
ме2!). }2% .…е!г,  =*2,"=ц,,, …=Lде……=  
…=м, C% …=*л%…3 .*“Cе!,ме…2=ль…%L C! м%L 
…= !,“3…*е 2,". j=* ",д…% ,ƒ !,“3…*= 4, " 
C!едел=. C%г!еш…%“2, ,ƒме!е…,L “ 3че2%м 
!=ƒK!%“= .*“Cе!,ме…2=ль…/. 2%че* !еƒ3ль2=-
2/ %C/2%" , !=“че2%" C% -%!м3л=м (6), (6*) 
“%"C=д=ю2, …е“м%2!  …= 2%, ч2% " -%!м3л=. 
дл  W, " %2л,ч,е %2 -%!м3л/ (2), Cе!ед 
.*“C%…е…2%L е“2ь “л=K% ƒ=",“ ?,L %2 2емCе-
!=23!/ м…%›,2ель, C!%C%!ц,%…=ль…/L T .
g=ме2,м, ч2% !=“че2…=  =K“%лю2…=  "ел,ч,-
…= W %че…ь м=л= C% “!="…е…,ю “ 1, " …3ле 

Рис. 4. Время жизни таблетки шипучего аспирина 
в стакане воды в зависимости от ее температу-
ры. Точки-символы – наши экспериментальные 
данные, сплошная кривая – расчеты с помощью 
формулы (6*)
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2емCе!=23!…%L ш*=л/ 0ель“,  %…= !="…= 
C!,ме!…% 124 10 , = C!, 30 C  “%“2="л е2 

115 10 .
Š=*,м %K!=ƒ%м, ш,C3ч,е 2=Kле2*, " .%-

л%д…%L "%де ,л, C!, 2емCе!=23!е "Kл,ƒ, 
*%м…=2…%L, "Cл%2ь д% 30 г!=д3“%" 0ель“, , 
"ед32 “еK  2=*,м %K!=ƒ%м, ч2% …=ш, .*“Cе-
!,ме…2=ль…/е д=……/е % C!%д%л›,2ель…%“2, 
,. ›,ƒ…, …=.%д 2“  " .%!%шем “%гл=“,, “ 
-%!м3л%L `!!е…,3“= ,л, ›е “ !=““ч,2=……%L 
2емCе!=23!…%L ƒ=",“,м%“2ью д%л, K/“2!/. 
ч=“2,ц, “C%“%K…/. 3ч=“2"%"=2ь " д=……%L 
.,м,че“*%L !е=*ц,,. nд…=*% .2= “2!%L…=  
*=!2,…= ,“чеƒ=е2, *%гд= %C/2/ “ ш,C3ч,м 
=“C,!,…%м "/C%л… ю2“  " г%! чеL "%де. 
Š=Kле2*, !=“2"%! ю2“  C!, K%льш,. 2емCе-
!=23!=. %че…ь K/“2!%, …% “*%!%“2, C!%це““= 
“2=…%" 2“  ƒ=ме2…% ме…ьш,м,, чем .2% “ле-
д3е2 ,ƒ -%!м3л/ `!!е…,3“= (“м. !,“.2,").

mе“%%2"е2“2",е "/"%д%" ,“C%льƒ3ем%L 
2е%!,, , д=……/. ,ƒме!е…,L $ .2%, *=* ч=-
“2% K/"=е2, ƒ…=ч,м%е , ,…2е!е“…%е “%K/2,е, 
C!,"%д ?ее * …%"/м ƒ…=…, м ,л, * K%лее 
гл3K%*%м3 C%…,м=…,ю ,ƒ3ч=ем%г% C!%це““=, = 
,…%гд= д=›е * …е%›,д=……%м3 %2*!/2,ю. m=м 
C%"еƒл%, ч2% м/ “2%л*…3л,“ь “% “л3ч=ем, *%г-
д= ,ƒ"е“2…/L ƒ=*%… C%чем3-2% &…е !=K%2=е2[. 
mе K3дем ƒде“ь (" .2%L “2=2ье) де2=ль…% !=ƒ-
K,!=2ь -,ƒ,че“*,е C!%це““/, …=!3ш=ю?,е 
ƒ=*%… `!!е…,3“=, C!,"едем л,шь *!=2*,е 
C% “…е…, , C%чем3 3 …=“ " %C/2=. C!, K%лее 
"/“%*,. 2емCе!=23!=., чем *%м…=2…= , …=-
Kлюд=е2“  !=“.%›де…,е .*“Cе!,ме…2=ль…/. 
!еƒ3ль2=2%" “ "/"%д=м, 2е%!,,.

j=*,е K/"=ю2 C!,ч,…/, C!,"%д ?,е * 
…=!3ше…,ю ƒ=*%…= `!!е…,3“=? o!,ме!%" 
2=*,. ,ƒ"е“2…% м…%г%. Š=*, 3 K,%л%г%" " 
!е=*ц,, -е!ме…2,!%"=…,  “ 3ч=“2,ем Kел-
*%"/. м%ле*3л “ !%“2%м 2емCе!=23!/ *%…-
“2=…2= “*%!%“2, !е=*ц,, “…=ч=л= !=“2е2 C% 
`!!е…,3“3, C%2%м !%“2 ƒ=медл е2“ , д%“2,-
г=е2“  м=*“,м3м , д=лее %…= !еƒ*% C=д=е2 д% 
…3л . o!,ч,…= 2=*%г% ƒ=медле…,  “*%!%“2, 
C!%це““= %KA “… е2“  2еCл%"%L де…=23!=-
ц,еL (!=ƒ!3ше…,ем) Kел*%"%L м%ле*3л/, 
C!,"%д ?еL * ,…=*2,"=ц,, -е!ме…2%" C!, 
"/“%*,. 2емCе!=23!=.. dе…=23!=ц,  м…%г,. 
Kел*%" …=ч,…=е2“  C!, 2емCе!=23!=. %2 45 
д% 50 C  , K/“2!% ƒ="е!ш=е2“  C!, 55 C .

b …е*%2%!/. !е=*ц, . “*%!%“2, C!%це““= 
м%г32 K/2ь "/ше, чем C% `!!е…,3“3. “!*,L 
C!,ме! 2%м3 !еƒ3ль2=2/ !=K%2 “%2!3д…,*%" 
г!3CC/ b.h. c%льд=…“*%г%, *%2%!/е ƒ=…,-

м=л,“ь ,ƒ3че…,ем !е=*ц,, C%л,ме!,ƒ=ц,, 
(.…е!ге2,че“*,м, цеC м,) " 3“л%", . …,ƒ*,. 
(гел,е"/.) 2емCе!=23!. o!, C!,Kл,›е…,, 
2емCе!=23!/ * =K“%лю2…%м3 …3лю “*%!%“2ь 
люK%L .,м,че“*%L !е=*ц,, д%л›…= K/2ь 
…,ч2%›…% м=л%L. nд…=*% " .*“Cе!,ме…2=. 
%K…=!3›,л%“ь, ч2% “*%!%“2, …е*%2%!/. ,ƒ3-
ч=ем/. !е=*ц,L …= …е“*%ль*% C%! д*%" K/л, 
"/ше, чем д="=л, %K/ч…/е !=“че2/ (C% `!-
!е…,3“3). o!,ч,…= !=“.%›де…, , *=* K/л% 
д%*=ƒ=…%, " 23……ел,!%"=…,, (C%дK=!ье!…%м 
C!%.%›де…,,) *!3C…/. %!г=…,че“*,. м%ле-
*3л, C%дч,… ю?,.“  C!, “"е!.…,ƒ*,. 2ем-
Cе!=23!=. ƒ=*%…=м *"=…2%"%L ме.=…,*,. }2% 
 "ле…,е, *=* 32"е!›д=л c%льд=…“*,L, "%ƒ-
м%›…% %KA “… е2 C!,“32“2",е …=Kлюд=ем/. 
=“2!%…%м=м, (*3д= 3› Kеƒ …,.!) “л%›…/. %!-
г=…,че“*,. м%ле*3л " %Kл=*=. ме›ƒ"еƒд…%г% 
г=ƒ=, .2%L &.%л%д…%L C!ед/“2%!,, ›,ƒ…,[.

b …=ш,. %C/2=. %2“23Cле…,е %2 ƒ=*%…= 
`!!е…,3“= K%лее C!%ƒ=,ч…%, , ег% м%›…% %KA-
 “…,2ь C!%“2/м, C!,ч,…=м,, е“л, де2=ль…ее 
!=““м%2!е2ь ме.=…,ƒм !е=*ц,,, чем .2% м/ 
дел=л, д% “,. C%!. o%.%›ее C%"еде…,е 2ем-
Cе!=23!…%L ƒ=",“,м%“2, *%…“2=…2/ “*%!%“2, 
.,м,че“*,. !е=*ц,L ч=“2% …=Kлюд=е2“  " 
K3!…% C!%2е*=ю?,. C!%це““=., *%гд= !е=г,-
!3ю?,е "е?е“2"= …е 3“Cе"=ю2 C%“23C=2ь " 
ƒ%…3 !е=*ц,,. b …=шем “л3ч=е $ .2% д,““%-
ц,,!%"=……/е -!=гме…2/ л,м%……%L *,“л%2/, 
*%2%!=  лег*% !=“2"%! е2“  " "%де , 2=м д,“-
“%ц,,!3е2. g=ме2,м, ч2% д=›е “=м/е C!%“2/е 
.,м,че“*,е !е=*ц,, " !=“2"%!=., д= , …е 
2%ль*% " …,., м…%г%“23Cе…ч=2/е, “%“2% 2 ,ƒ 
…е“*%ль*,. (,…%гд= м…%г,.) ƒ"е…ье" цеC%ч-
*,, *%2%!/е ,д32 C%“лед%"=2ель…% , C%!%L 
C=!=ллель…%, = "%"“е …е C% “.еме, ƒ=C,“=……%L 
" “K=л=…“,!%"=……%L -%!ме, 2.е. " ",де 3!="-
…е…,  (1). p=““м=2!,"=ем=  " “2=2ье !е=*ц,  
ге2е!%ге……= , 2.е. %…= C!%2е*=е2 …= г!=…,це 
“!ед ›,д*%“2ь $ 2"е!д%е 2ел% (3 C%"е!.…%-
“2, 2=Kле2*,), где C!%д3*2/ д,““%ц,=ц,, 
л,м%……%L *,“л%2/ (, ч=“2,ч…% =“*%!K,…%-
"%L *,“л%2/), гл="…/м %K!=ƒ%м %д…%*!=2…% 
ƒ=! ›е……/е =2%м/ "%д%!%д=, 2.е. C!%2%…/, 
"“23C=ю2 " !е=*ц,ю “ “%д%L (*=!K%…=2…/м, 
,%…=м,). j%.--,ц,е…2 д,--3ƒ,, C!%2%…%" " 
"%де 2=*%", ч2% дл  !е=*ц,, “ ,. 3ч=“2,ем д=-
›е " м=л/. ƒ=ƒ%!=. 2!еK3е2“  *%…еч…%е "!е-
м . j%гд= %…% “2=…%",2“  “%,ƒме!,м/м “ "!е-
ме…ем ›,ƒ…, 2=Kле2*, " "%де, 2% , …=ч,…=ю2 
C!% "л 2ь“  %2*л%…е…,  %2 ƒ=*%…= `!!е…,3-
“=. a3!…%е "/деле…,е C3ƒ/!ь*%" 3гле*,“л%г% 

b p e l “  fh g m h  xh o r ) e i  Š ` a k e Š j h  b  q Š ` j ` m e  b n d{
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г=ƒ= …= C%"е!.…%“2, 2=Kле2*, "…%“,2 “"%L 
"*л=д " 2!=…“C%!2 "е?е“2"= " ƒ%…е !е=*ц,, , 
3“л%›… е2 ее 2ече…,е (, !=“че2/). 

e?е %д,… .--е*2, *%2%!/L ƒ=медл е2 
д=……3ю !е=*ц,ю, C!%"%д,м3ю C!, "/“%*,. 
2емCе!=23!=., $ .2% ƒ=ме2…%е %.л=›де…,е 
2%…*%г% “л%  "%д/ "Kл,ƒ, C%"е!.…%“2, 
2=Kле2*,, *%гд= 2емCе!=23!= “л%  …е 3“Cе-
"=е2 ƒ= "!ем  C!%це““= "/!%"…,2ь“  , “2=2ь 
2=*%L ›е, *=* 2емCе!=23!= "%д/ " “2=*=…е. 
p=“2"%!е…,е C,2ье"%L “%д/ " "%де $ .…д%-
2е!м,че“*,L C!%це““, 2.е. ,де2 “ C%гл%?е…,-
ем 2еCл=, = “ме“ь , !=“2"%! "Kл,ƒ, г!=…,ц/ 
2=Kле2*, %.л=›д=ю2“ . g=ме2,м, ч2% %C!е-
деле…,е .…е!г,, =*2,"=ц,, …= %C/2=. C!,-
… 2% C!%"%д,2ь " ,ƒ%2е!м,че“*,. 3“л%", ..

o%д!%K…ее % C!,!%де .,м,че“*,L !е=*ц,L, 
,. .…е!ге2,*е , .…е!г,, =*2,"=ц,, м%›…% 
3ƒ…=2ь ,ƒ …=3ч…%-C%C3л !…%L “2=2ь, д%*2%!= 
-,ƒ.-м=2. …=3* a.b. m%"%›,л%"= &)2% 2=*%е 
г%!е…,е?[, *%2%!=  “л3›,2 C%“ле“л%",ем * 
ле*ц, м l=L*л= t=!=де  &h“2%!,  “"еч,[ 
(l.: Šepp` $ j…,›…/L *л3K, 2008). dл  
&C!%д",…32/.[ ч,2=2елеL м%›…% !е*%ме…-
д%"=2ь ле*ц,, =*=дем,*= j.h. g=м=!=е"= 
(&u,м,че“*=  *,…е2,*=[. j3!“ ле*ц,L. $ 
m%"%“,K,!“*, 2004), *%2%!/е C!ед“2="ле…/ 
" ,…2е!…е2е " “"%K%д…%м д%“23Cе.

b ƒ=*люче…,е “-%!м3л,!3ем …е“*%ль*% "%-
C!%“%" дл  “=м%“2% 2ель…%г% !=““м%2!е…, .

1. hƒ"е“2…% 2=* …=ƒ/"=ем%е C!=",л% 
b=…2-c%--=, “%гл=“…% *%2%!%м3 C!, C%"/-
ше…,, 2емCе!=23!/ …= *=›д/е 10 г!=д3“%" 

“*%!%“2ь м…%г,. .,м,че“*,. !е=*ц,L "%ƒ-
!=“2=е2 C!,ме!…% " 2$4 !=ƒ=. b/C%л… е2-
“  л, .2% C!=",л% дл  ш,C3ч,. 2=Kле2%* 
=“C,!,…= C!, ,. !=“2"%!е…,, " "%де? b чем 
“%“2%,2 гл="…%е !=ƒл,ч,е м=2ем=2,че“*%L 
2!=*2%"*, C!=",л= b=…2-c%--= , -%!м3л/ 
`!!е…,3“=? hл, %…, .*","=ле…2…/?

2. j=*%"= !=ƒме!…%“2ь -3…*ц,, !=“C!еде-
ле…,  ч=“2,ц C% .…е!г,, Ef ?

3. o% !=“че2=м C%л3ч=е2“ , ч2% 2%ль*% 
%че…ь м=л=  д%л  %2 "“е. ч=“2,ц C!, *%м-
…=2…%L 2емCе!=23!е “C%“%K…= 3ч=“2"%"=2ь " 
.,м,че“*%L !е=*ц,,. j3д= ›е 2%гд= де"=ю2-
“  &медле……/е[, 2еCл%"/е м%ле*3л/ !е=-
г,!3ю?,. "е?е“2", *%2%!/. K%льш,…“2"%?
4. l%›…% л, 3"ел,ч,2ь “*%!%“2ь .,м,-

че“*%L !е=*ц,,, …е C!,Kег=  * …=г!е"3 "е-
?е“2"? j=*,м %K!=ƒ%м?
5. b “2=2,“2,че“*%L -,ƒ,*е ,ƒ"е“2е… “лед3-

ю?,L C=!=д%*“. t3…*ц,  !=“C!еделе…,  ч=-
“2,ц C% .…е!г,, (C% l=*“"елл3) ,мее2 Kе“*%-
…еч…% дл,……/L &."%“2[ “% “2%!%…/ K%льш,. 
.…е!г,L. }2% %ƒ…=ч=е2, ч2% м%›е2 C% ",2ь“  
%че…ь K/“2!=  м%ле*3л= " &."%“2е[ м=*“"ел-
л%"“*%г% !=“C!еделе…, , .…е!г,  *%2%!%L 
K3де2 C!е"/ш=2ь “3мм=!…3ю .…е!г,ю "“е. ч=-
“2,ц “,“2ем/, ч2%  "л е2“  =K“3!д…/м. j=*,м 
%K!=ƒ%м 3д=е2“  !=ƒ!еш,2ь .2%2 C=!=д%*“? 
6. o%чем3 ш,C 2 ш,C3ч,е 2=Kле2*,, *%гд= 

C%ме?=ю2 ,. " "%д3?
7. o!едC%л%›,м, ч2% C% *=*%L-2% C!,ч,…е 

%*=ƒ=л%“ь, ч2% ш*=л= ,ƒме!,2ель…%г% 2е!м%-
ме2!= K/л= “K,2= …= 5 г!=д3“%" 0ель“,  " 23 
,л, д!3г3ю “2%!%…3. j=* .2% %K“2% 2ель“2"% 
“*=›е2“  …= !еƒ3ль2=2=. %C/2%" “ ш,C3ч,м 
=“C,!,…%м, е“л, …е "…%“,2ь ,…“2!3ме…2=ль-
…/е C%C!="*,? q,ль…% л, ,ƒме…,2“  …=L-
де……=  " 2=*%м .*“Cе!,ме…2е "ел,ч,…= .…е!-
г,, =*2,"=ц,, !=““м=2!,"=ем%L !е=*ц,,? 
dл  %2"е2= …= .2, "%C!%“/ "%“C%льƒ3L2е“ь 
д=……/м, 2=Kл,ц/ ,ƒ Cе!"%L ч=“2, “2=2ь,.
8. n2*3д= " %C/2е “ !=“2"%!е…,ем " "%-

де ш,C3чеL 2=Kле2*, Kе!е2“  .…е!г,  …= 
%K!=ƒ%"=…,е C3ƒ/!ь*%" 3гле*,“л%г% г=ƒ= 
(!,“. 5)? 
9. l%›е2 л, C=ц,е…2 “ ч=“=м, …= !3*е 

%C!едел,2ь 2емCе!=23!3 "%ƒд3.= " K%ль…,ч-
…%L C=л=2е “ C%м%?ью 2=Kле2*, ш,C3чег% 
=“C,!,…=? )2% м%›…% “*=ƒ=2ь % 2%ч…%“2, 
2=*,. ,ƒме!е…,L 2емCе!=23!/?

Рис. 5. Пузырьки углекислого газа в емкости 
с водой после растворения шипучей таблетки
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Этот раздел ведется у нас из номера в номер с момента основания журнала. Публику-
емые в нем задачи нестандартны, но для их решения не требуется знаний, выходящих 
за рамки школьной программы. Наиболее трудные задачи отмечаются звездочкой. 
После формулировки задачи мы обычно указываем, кто нам ее предложил. Разумеется, 
не все эти задачи публикуются впервые.

Решения задач по математике и физике из этого номера следует отправлять по элек-
тронным адресам: math@kvant.ras.ru и phys@kvant.ras.ru соответственно или по почто-
вому адресу: 119296 Москва, Ленинский проспект, 64-А, «Квант».

Условия каждой оригинальной задачи, предлагаемой для публикации, вместе с Вашим 
решением этой задачи присылайте по тем же адресам.

Задачи М2670–М2673, Ф2677–Ф2680
M2670. m= Cл%“*%“2, !=“C%л%›е…/ 100 
2%че* 2=*, ч2% люK/е 10 ,ƒ …,.  "л ю2“  
"е!ш,…=м, "/C3*л%г% м…%г%3г%ль…,*=. qле-
д3е2 л, %2“юд=, ч2% "“е .2, 2%ч*,  "л ю2“  
"е!ш,…=м, "/C3*л%г% 100-3г%ль…,*=?

t%ль*л%!

M2671. o3“2ь 1x  , 2x  $ *%!…, 3!="…е…,  
2 1 0x px   , где 2p   $ C!%“2%е ч,“л%. 

d%*=›,2е, ч2% 1 2
p px x  $ цел%е ч,“л%, 

дел ?ее“  =) …= p; K) …= 2p .
t%ль*л%!

M2672. o3“2ь "C,“=……=  %*!3›…%“2ь   
2!е3г%ль…,*= ABC ,мее2 це…2! I , *=“=е2-
“  “2%!%… BC, CA , AB " 2%ч*=. D, E, F 
“%%2"е2“2"е……% (!,“. 1). o3“2ь M, N $ 2%ч-
*, …= C! м%L EF 2=*,е, ч2% BM AC  , 
CN AB . o3“2ь P , Q $ 2%ч*, …= %2!еƒ-
*=. DM , DN “%%2"е2“2"е……% 2=*,е, ч2% 
BP CQ . d%*=›,2е, ч2% 2%ч*= Cе!е“ече…,  
C! м/. PF , QE ле›,2 …=  .

d%…г kю3 (bье2…=м)

M2673. b %че!ед, …= C%“=д*3 " n-ме“2…/L 
“=м%ле2 “2% 2 n C=““=›,!%". oе!"%L " %че!е-
д, “2%,2 !=““е ……=  “2=!3ш*=, *%2%!= , ƒ=L-
д  " “=м%ле2, “=д,2“  …= “л3ч=L…% "/K!=…-
…%е ме“2%. j=›д/L “лед3ю?,L C=““=›,! 
“=д,2“  …= “"%е ме“2%, е“л, %…% “"%K%д…%, 
, …= “л3ч=L…%е ме“2% " C!%2,"…%м “л3ч=е. 
q*%ль*% " “!ед…ем C=““=›,!%" %*=›32“  …е 
…= “"%,. ме“2=.?

`.g=“л="“*,L

t2677. b%ƒ!=“2 `…=2%л,  h"=…%",ч= " г%д=. 
ч,“ле……% “%"C=д=е2 “ ег% м=““%L " *,л%г!=м-
м=. $ 75 *г. l=““= *!е“л= 5 *г. l=““= C%л,“-
C=“2= “ C%д",›…%L %“ью 10 *г. o!е…еK!ег=  
м=““%L "е!е"*, , 2!е…,ем " %“ . ш*,"%", 
…=Lд,2е, “ *=*%L “,л%L `…=2%л,L h"=…%",ч 
д%л›е… 2 …32ь ƒ= "е!е"*3, ч2%K/ медле……% 
C%д…,м=2ь “еK  "ме“2е “ *!е“л%м (!,“. 2).

q.o%л,“C=“2%"

t2678. m= "/“%*%м, H = 30 м, лед …%м 32е“е 
(=L“Kе!ге) …= ег% гл=д*%L C%"е!.…%“2, ле›,2 
"/C! мле……=  2%…*=  %д…%!%д…=  ƒ%л%2=  
цеC%ч*= дл,…%L L = 30 “м << H. q%"“ем 
…еK%льш%L C% дл,…е 3ч=“2%* цеC%ч*,, d = 
= 30 мм << L , “"еш,"=е2“  “ ƒ=*!3гле……%г%, 
R = L/30 “м<< d, , гл=д*%г% *!=  =L“Kе!г= 
C=!=ллель…% ег% "е!2,*=ль…%L “2е…*е. b“  це-
C%ч*= Cе!Cе…д,*3л !…= *!=ю г%!,ƒ%…2=ль…%L 
Cл%?=д*, …= "е!ш,…е =L“Kе!г= , " …=ч=ль-
…/L м%ме…2 …еC%д",›…=. 0еC%ч*= …=ч,…=е2 
“*%льƒ,2ь ,, “ле2е" цел,*%м “ =L“Kе!г=, C=д=-
е2 " "%д3, ƒ=…,м=  " м%ме…2 Cе!ед *=“=…,ем 
"%д/ "е!2,*=ль…%е C%л%›е…,е. j=*%"% " ,2%-
ге г%!,ƒ%…2=ль…%е “ме?е…,е 2%г% м=ле…ь*%г% Рис. 1

Задачи 
по математике и физике



g=д=ч…,* &j"=…2=[
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3ч=“2*= цеC%ч*,, *%2%!/L “"еш,"=л“  “ *!=  
=L“Kе!г= д% …=ч=л= ее “*%ль›е…, ? q%C!%-
2,"ле…,ем "%ƒд3.= м%›…% C!е…еK!ечь.

b.0еC%ч*,…

t2679. cе!%L -,льм= &l=!“,=…,…[ дл  
3C!="ле…,  “"%,м д",›е…,ем " %2*!/2%м 
*%“м%“е “дел=л " Cе!ч=2*е “"%ег% “*=-=…д!= 
“ C%м%?ью *3“=че* %2"е!“2,е ,, …=C!="л   

“2!3ю "/ле2=ю?ег% ,ƒ %2"е!“2,  "%ƒд3.=, 
,ƒме… л “"%ю “*%!%“2ь д",›е…, . nце…,2е 
"ел,ч,…3 “,л/, *%2%!=  2%л*=л= .2%г% ге-
!% , , 3“*%!е…,е, *%2%!%е %… C!,%K!е2=л. 
` 2=*›е C!%=…=л,ƒ,!3L2е “,23=ц,ю, C%-
*=ƒ=……3ю …= !,“3…*е 3 (*=д! ,ƒ -,льм=). 
j%“м%…="2 дл,2ель…%е "!ем  д",›е2“  C%-
“23C=2ель…%, !=ƒг%…  “ь.

d.l=!“,=…,…

t2680. b …еL2!,……%L л=K%!=2%!,, " 12:00 
ƒ=!ег,“2!,!%"=л, !е=*ц,ю, " *%2%!%L %д-
…= ,ƒ %K!=ƒ%"="ш,.“  ч=“2,ц $ …еL2!,…%. 
` !%"…% че!еƒ 69 м,… …= “%“ед…еL 3“2=…%"*е 
" .2%L ›е л=K%!=2%!,, K/л= ƒ=!ег,“2!,-
!%"=…= е?е %д…= !е=*ц,  “ 2%L ›е “=м%L 
("%ƒ…,*шеL ч=“ …=ƒ=д) ч=“2,цеL. m= *=*%е 
C!,ме!…% м=*“,м=ль…%е !=““2% …,е L 3д=-
л л=“ь ч=“2,ц= %2 ме“2= “"%ег% !%›де…, ? 
o%ч,2=2ь % 2%м, ч2% д3м=ю2 -,ƒ,*, % …еL-
2!,…%, м%›…% ƒде“ь:
https: elementy.ru nauchno-populyarnaya_biblioteka
435437 Zagadka_malykh_mass_neytrino

m.o%ле2%" 

Решения задач М2658–М2661, Ф2665–Ф2668

M2658. d=…/ 2n   цел/. ч,“ел, …е !="…/. 
0. hƒ"е“2…%, ч2% *=›д%е ,ƒ .2,. ч,“ел 
дел,2“  …= “3мм3 %“2=ль…/. n $ 1 ч,“ел. 
d%*=›,2е, ч2% “3мм= "“е. д=……/. ч,“ел 
!="…= 0.

o!едC%л%›,м, ч2% “3мм= S д=……/. ч,“ел …е 
!="…= …3лю. o3“2ь, …е 3м=л   %K?…%“2,, %…= 
C%л%›,2ель…=; " C!%2,"…%м “л3ч=е м%›…% 
д%м…%›,2ь "“е ч,“л= …= $1, 3“л%",е …е 
,ƒме…,2“ , = “3мм= “2=…е2 C%л%›,2ель…%L.
o3“2ь a $ …=,ме…ьшее ,ƒ д=……/. ч,“ел. Š%гд= 

2a S , ,…=че 2 2S na S S     $ 
C!%2,"%!еч,е. m% 2%гд= ч,“л% a Kл,›е * 0, 
чем * S: a S a  , , C%“*%ль*3 0a  , 2% 
a …е м%›е2 дел,2ь“  …= S a  (“3мм3 "“е. 
%“2=ль…/. n $ 1 ч,“ел). o!%2,"%!еч,е.

l.q=г=-, …

M2659. b ! д "/л%›е…/ 2021 ш=!,*%". 
o=ш= , b%"= ,г!=ю2 " ,г!3, дел=  .%д/ 
C% %че!ед,. g= *=›д/L .%д !=ƒ!еш=е2“  
C%*!=“,2ь %д,… ,ƒ е?е …е C%*!=ше……/. 
ш=!,*%" " %д,… ,ƒ 2!е. ц"е2%": *!=“…/L, 
›ел2/L, ƒеле…/L (" …=ч=ле ,г!/ "“е ш=!,*, 
…е C%*!=ше…/). o%“ле 2%г%, *=* "“е ш=!,*, 

Рис. 2

Рис. 3
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C%*!=ше…/, C%Kед= C!,“3›д=е2“  o=ше, 
е“л, " ! д3 …=Lд32“  2!, C%д! д ,д3?,. 
ш=!,*= 2!е. !=ƒ…/. ц"е2%"; ,…=че C%Kед= 
C!,“3›д=е2“  b%"е. j2% ,ƒ ,г!%*%" ,мее2 
"/,г!/ш…3ю “2!=2ег,ю?
n2"е2: o=ш=.
o!,"едем %д…3 ,ƒ "%ƒм%›…/. "/,г!/ш…/. 
“2!=2ег,L ƒ= o=ш3. o!%…3ме!3ем ш=!,*, 
C%д! д ч,“л=м, %2 1 д% 2021. oе!"/м .%д%м 
C%*!=“,м " *!=“…/L ц"е2 ш=!,* …%ме! 1011 
(“!ед…,L "% "“ем ! д3). o3“2ь b%"=, …е 
3м=л   %K?…%“2,, “"%L .%д “дел=л " ле"3ю 
C%л%",…3. Š%гд= "2%!/м .%д%м o=ш= *!=“,2 
" ƒеле…/L ц"е2 ш=!,* “ …%ме!%м 1014.
Š=*,м %K!=ƒ%м, o=ш= C%“ле “"%,. д"3. Cе!-
"/. .%д%" C%л3ч,л “,23=ц,ю . e“л, 
b%"= C%*!=“,2 %д,… ,ƒ д"3. ш=!,*%" ме›д3 
C%*!=ше……/м, o=шеL " *!=“…/L ,л, ƒеле…/L 
ц"е2, 2% o=ш= “м%›е2 “!=ƒ3 д%*!=“,2ь %“2="-
ш,L“  ш=!,* " ›ел2/L ц"е2 2=*, ч2%K/ %K!=-
ƒ%"=л=“ь 2!%L*= C%д! д ,д3?,. !=ƒ…%ц"е2…/.. 
e“л, b%"= C%*!=“,2 %д,… ,ƒ д"3. ш=!,*%" " 
›ел2/L, 2% o=ш= " %2"е2 C%*!=“,2 %“2="ш,L“  
ш=!,* " *!=“…/L ц"е2, , “…%"= %K!=ƒ3е2“  !=ƒ-
…%ц"е2…=  2!%L*= ле›=?,. C%д! д ш=!,*%".
n“2=л%“ь ƒ=ме2,2ь, ч2% o=ш= м%›е2 ƒ=“2=-
",2ь b%"3 “дел=2ь .%д ме›д3 C%*!=ше……/м, 
Cе!"/м, д"3м  .%д=м, ш=!,*=м,. q=м o=-
ш= 23д= .%д,2ь …е K3де2, , C%“ле C%*!=“*, 
"“е. %“2=ль…/. ш=!,*%" C% че2…%“2, K3де2 
.%д b%"/. g…=ч,2, o=ш= C%Kед,2.

q.k3ч,…,…

M2660. m= Cл%“*%“2, ле›=2 4 -,ш*,. 
e“л, " д=……/L м%ме…2 -,ш*, …=.%д 2“  " 
"е!ш,…=. "/C3*л%г% че2/!е.3г%ль…,*= P, 
2% !=ƒ!еш=е2“  "/C%л…,2ь 2=*3ю %Cе!=-
ц,ю: "/K!=2ь %д…3 ,ƒ -,ше* , “д",…32ь ее 
Cе!Cе…д,*3л !…% д,=г%…=л, че2/!е.3г%ль-
…,*= P, “%ед,… ю?еL д"е д!3г,е -,ш*,; 
C!, .2%м ƒ=C!е?=е2“ , ч2%K/ " C!%це““е 
д",›е…,  -,ш*= %*=ƒ=л=“ь …= %д…%L C! -
м%L “ д"3м  д!3г,м, -,ш*=м,. o3“2ь 
,ƒ…=ч=ль…% -,ш*, …=.%д,л,“ь " "е!ш,…=. 
C! м%3г%ль…,*=  , = C%“ле "/C%л…е…,  
…е“*%ль*,. %Cе!=ц,L %…, …=.%д,л,“ь " "е!-
ш,…=. C! м%3г%ль…,*=  , C%д%K…%г%  , 
…% …е !="…%г% ем3. d%*=›,2е, ч2% C! м%3-
г%ль…,*    "л е2“  *"=д!=2%м.

o3“2ь ABCD $ че2/!е.3г%ль…,* 
“ "е!ш,…=м, " -,ш*=.. e“л,, “*=›ем, 
д",г=2ь "е!ш,…3 B "д%ль Cе!Cе…д,*3л != 

* AC, 2% !=ƒ…%“2ь *"=д!=2%" 2 2`b BC  
…е ,ƒме… е2“ . o%.2%м3 C!, "/C%л…е…,, 
люK%L !=ƒ!еше……%L %Cе!=ц,, "ел,ч,…= 
  2 2 2 2f ABCD AB BC CD DA     …е 

ме… е2“ . 
e“л, A BCD     C%д%Kе… ABCD “ 
*%.--,ц,е…2%м k, 2%  f A BCD    

 2k f ABCD   . g…=ч,2, C!, "/C%л…е…,, 
3“л%",  ƒ=д=ч,   0f   . dл  ƒ="е!ше…,  
!еше…,  %“2=е2“  ƒ=ме2,2ь, ч2% дл  люK%г% 
C! м%3г%ль…,*=  , %2л,ч…%г% %2 *"=д!=2=, 
  0f   . g=д=ч= !еше…=.

n2ме2,м, ч2% 3*=ƒ=……%е 3“л%",е 
2 2 2 2 0AB BC CD DA    , *=* ,ƒ-

"е“2…%, .*","=ле…2…% Cе!Cе…д,*3л !…%“2, 
AC BD . bме“2% ,…"=!,=…2= f, ,“C%льƒ3-
ем%г% " !еше…,,, м%›…% ,“C%льƒ%"=2ь ,…"=-
!,=…2/ …е“*%ль*% д!3г%г% ",д=, …=C!,ме! 
“*=л !…%е C!%,ƒ"еде…,е AC BD

 
.
e.a=*=е"

M2661. d=…= Kе“*%…еч…=  2=Kл,ц=, “2!%*, 
, “2%лKц/ *%2%!%L ƒ=…3ме!%"=…/ …=23-
!=ль…/м, ч,“л=м,. dл  C%“лед%"=2ель…%-
“2, -3…*ц,L    1 2, ,f x f x   "  чеL*3  ,i j  
2=Kл,ц/ ƒ=C,шем ч,“л%  if j  (дл  "“е. 
,i j   ). o%“лед%"=2ель…%“2ь -3…*ц,L 
   1 2, ,f x f x   …=ƒ%"ем *!=“,"%L, е“л, "“е 

ч,“л= " 2=Kл,це $ …=23!=ль…/е , C!, .2%м 
*=›д%е …=23!=ль…%е ч,“л% "“2!еч=е2“  
" 2=Kл,це !%"…% %д,… !=ƒ. q3?е“2"3е2 
л, *!=“,"=  C%“лед%"=2ель…%“2ь -3…*ц,L 
   1 2, ,f x f x  , " *%2%!%L *=›д=  -3…*ц,  
 if x   "л е2“  м…%г%чле…%м “2еCе…, 101 “ 

цел/м, *%.--,ц,е…2=м, , “2=!ш,м *%.--
-,ц,е…2%м, !="…/м 1?

n2"е2: “3?е“2"3е2.
m=ƒ%"ем "%ƒ!=“2=ю?3ю C%“лед%"=2ель…%“2ь 
…=23!=ль…/. ч,“ел 1 2 3a a a    !е=л,-
ƒ3ем%L, е“л,  ia f i  C!, "“е. 1, 2,i    
дл  …е*%2%!%г% (!е=л,ƒ3ю?ег%) м…%г%чле…= 
 f x  “2еCе…, 101 “ цел/м, *%.--,ц,е…2=м, 

, “2=!ш,м *%.--,ц,е…2%м, !="…/м 1. o%*=-
›ем, ч2%   м%›…% C!ед“2=",2ь " ",де %KAе-
д,…е…,  (Kе“*%…еч…%г% *%л,че“2"=) C%C=!…% 
…еCе!е“е*=ю?,.“  !е=л,ƒ3ем/. C%“лед%"=-
2ель…%“2еL; %2“юд= , C%“лед3е2 C%л%›,2ель-
…/L %2"е2 …= "%C!%“ ƒ=д=ч,.
g=ме2,м, ч2% “д",г !е=л,ƒ3ем%L C%“лед%"=-
2ель…%“2, 1 2 3, , ,a a a   (2.е. C%“лед%"=2ель-
…%“2ь 1 2 3, , ,a c a c a c     дл  …е*%2%!%г% 

g ` d ` ) m h j  & j b ` m Š ` [
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цел%г% ч,“л= c) 2=*›е  "л е2“  !е=л,ƒ3ем%L 
C%“лед%"=2ель…%“2ью: %…= ƒ=д=е2“  м…%-
г%чле…%м  f x c , где f $ !е=л,ƒ3ю?,L 
м…%г%чле… дл  C%“лед%"=2ель…%“2, 1 2, ,a a   
Š=*›е &."%“2[ 1 2, , ,k k ka a a    !е=л,ƒ3е-
м%L C%“лед%"=2ель…%“2, 1 2 3, , ,a a a   $ !е-
=л,ƒ3ем=  C%“лед%"=2ель…%“2ь: %…= ƒ=д=е2“  
м…%г%чле…%м  1f x k   (%че",д…%, .2%2 
м…%г%чле…, *=* ,  f x , ,мее2 “2еCе…ь 101 
, цел/е *%.--,ц,е…2/, = ег% “2=!ш,L *%.--
-,ц,е…2 !="е… 1).
kемм=. o!едC%л%›,м, ч2% дл  "%ƒ!=“-
2=ю?еL C%“лед%"=2ель…%“2, цел/. ч,-
“ел  1 2 3, , ,A a a a   "/C%л…е…% 

2 1 3 2 4 30 a a a a a a        Š%гд=   
м%›…% !=ƒK,2ь …= Kе“*%…еч…%е *%л,че“2"% 
C%C=!…% …еCе!е“е*=ю?,.“  C%“лед%"=2ель-
…%“2еL, *=›д=  ,ƒ *%2%!/. $ …е*%2%!/L 
."%“2 “д",г= C%“лед%"=2ель…%“2, A.
d%*=ƒ=2ель“2"%. g=ме…   C%“лед%"=2ель-
…%“2ь A …= ее “д",г, K3дем “ч,2=2ь, ч2% 1 0a  .
nK%ƒ…=ч,м че!еƒ cA  “д",г A …= c, 2.е. C%-
“лед%"=2ель…%“2ь 1 2 3, , ,a c a c a c     
dл  *=›д%L cA  "/че!*…ем ,ƒ …ее *=›д/L 
чле… ia c , *%2%!/L K%льше 1ia  . Š%гд= 
C%“ле "/че!*,"=…,  " cA  %“2=…32“  2%ль*% 
чле…/ ia c , где 1i ia a c   , " “,л3 3“-
л%",  2 1 3 2 4 30 a a a a a a       ,
.2% K3де2 ."%“2 C%“лед%"=2ель…%“2, cA .
m% "“е .2, ."%“2/ C%*!/"=ю2  . dеL“2",-
2ель…%, !=““м%2!,м …=23!=ль…/е ч,“л= ,ƒ 
C!%ме›32*= 11, 2, 3, ,i i i ia a a a     : C% 
C%“2!%е…,ю *=›д%е ,ƒ …,. C!,…=дле›,2 
!%"…% %д…%м3 ."%“23. kемм= д%*=ƒ=…=. 
b",д3 лемм/, 2еCе!ь …=м д%“2=2%ч-
…% 3*=ƒ=2ь .%2  K/ %д…3 !е=л,ƒ3е-
м3ю C%“лед%"=2ель…%“2ь “ 3“л%",ем 

2 1 3 2 4 30 a a a a a a       . Š=*%-
"%L, …=C!,ме!,  "л е2“  C%“лед%"=2ель…%“2ь 
     1 , 2 , 3 ,f f f  , где   101f x x .

o.j%›е"…,*%"

t2665. qC32…,* ле2=е2 …= "/“%2е C!,-
ме!…% 300 *м …=д C%"е!.…%“2ью gемл, “ 
"/*люче……/м, д",г=2ел м, C% 2=*%L *!3-
г%"%L %!K,2е, ч2% C!%ле2=е2 2%ч…% …=д 
ге%г!=-,че“*,м, C%лю“=м, gемл,. j=*%L 
3г%л ("/!=›е……/L " г!=д3“=. “ 2%ч…%“2ью 
д% 0,1 ) “%“2="л е2 “*%!%“2ь “C32…,*= “ 
Cл%“*%“2ью .*"=2%!= " 2е м%ме…2/, *%гд= 
“C32…,* C!%ле2=е2 …=д .*"=2%!%м, " “,-
“2еме %2“че2= o2%леме  (gемл  " .2%L 
qn …еC%д",›…=)? 

o%“*%ль*3 " %2"е2е …3›…% 3*=ƒ=2ь 3г%л “ 
2%ч…%“2ью д% 0,1 , 2% .2% %ƒ…=ч=е2, ч2% 
ƒ= "/“%*3ю 2%ч…%“2ь &K%!%2ь“ [ …е %K -
ƒ=2ель…%. qч,2=ем, ч2% gемл  $ .2% ш=! 
!=д,3“%м R = 6370 *м , ч2% 3“*%!е…,е 
“"%K%д…%г% C=де…,  …= C%"е!.…%“2, gем-
л, !="…% . m= "/“%2е h =
= 300 *м …=д C%"е!.…%“2ью gемл, 3“*%!е-
…,е “"%K%д…%г% C=де…,  !="…% C!,ме!…% 

.
b ,…е!ц,=ль…%L “,“2еме %2“че2=, " *%-
2%!%L " д=……/L м%ме…2 це…2! gем-
л, C%*%,2“ , “*%!%“2ь “C32…,*= !="…= 

. o!, Cе!е-
“=д*е " qn o2%леме  " 2е м%ме…2/, *%гд= 
“C32…,* C!%ле2=е2 …=д .*"=2%!%м, * ег% %2…%-
“,2ель…%L “*%!%“2, д%K="л е2“  Cе!е…%“…=  
“*%!%“2ь ,
где T = 24 • 3600 c $ .2% дл,2ель…%“2ь ƒем-
…/. “32%*. Š=…ге…“ 3гл=, *%2%!/L “%“2="л -
е2 “*%!%“2ь “C32…,*= “ Cл%“*%“2ью .*"=2%!=, 
!="е… 7,7 0,485 15,87 . q=м 3г%л C!, 
.2%м !="е… 86,4 .

g. o2%лемее"

t2666. b .ле*2!,че“*%м ч=L…,*е 
м%?…%“2ью 2,3 *b2 "“*,C 2,л, 1 *г "%д/, 
, %…= C!%д%л›=е2 *,Cе2ь, 2=* *=* ч=L…,* 
…е "/*люч,л“ . o3ƒ/!ь*, C=!= "“Cл/"=ю2 
%2 д…= ч=L…,*= * C%"е!.…%“2, "%д/ ƒ= 
"!ем  0,1 “. j3K,* ,ƒ льд= C!, 2емCе!=23!е 
…ем…%г% …,›е 0 % C, C%*!/2/L %че…ь 2%…*%L 
2еCл%,ƒ%л,!3ю?еL Cле…*%L, K!%“,л, " 
ч=L…,*. pеK!% *3K,*= ƒ…=ч,2ель…% ме…ьше 
!=““2% …,  %2 д…= ч=L…,*= д% C%"е!.…%“2, 
"%д/. b“Cл/"е2 лед ,л, 32%…е2? m3›…/е 
“"еде…,  …=Lд,2е “=м%“2% 2ель…%.

oл%2…%“2ь ›,д*%L "%д/ C!, 2емCе!=23!е 
100 C  , …%!м=ль…%м =2м%“-е!…%м д="ле-
…,, “%“2="л е2 , Cл%2…%“2ь льд= 
!="…= . }2, ƒ…=че…,  C=!=ме2!%" 
, …3›…% K/л% …=L2, " “C!="%ч…,*=. “=м%“2%-
 2ель…%. e“л, K/ " "%де …е K/л% C3ƒ/!ь*%" 
C=!=, лед %*=ƒ=л“  K/ …= C%"е!.…%“2,, 2.е. 
"“Cл/л K/. o%.2%м3 …3›…% …=L2, “!ед…юю 
Cл%2…%“2ь "%д/ “ C3ƒ/!ь*=м, C=!= , “!="-
…,2ь ее “ Cл%2…%“2ью льд=. rдель…=  2еC-
л%2= ,“C=!е…,  "%д/ !="…= .
oл%2…%“2ь "%д …%г% C=!= C!, 100 C  !="…= 
C!,ме!…% , 2.е. C!е…еK!е›,м% 
м=л= " “!="…е…,, , “ Cл%2…%“2ью льд= , “ 
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Cл%2…%“2ью "%д/. g= 0,1 “ ,“C=! е2“  0,1 г 
"%д/, *%2%!= , C!е"!=2,"ш,“ь " C=!, ƒ=…,-
м=е2 %KAем . qлед%"=2ель…%, C!,-
Kл,ƒ,2ель…% 1 *г г%! чеL "%д/ “ 0,1 г C=!= 
ƒ=…,м=ю2 "ме“2е %KAем . Š=*,м 
%K!=ƒ%м, “!ед…   Cл%2…%“2ь *,C ?еL "%д/ “ 
C3ƒ/!ь*=м, C=!= " !=““м=2!,"=ем%м “л3ч=е 
!="…= C!,ме!…% . o%л3ч=е2“ , 
ч2% *3K,* льд= д%л›е… “…=ч=л= 32%…32ь, = 
3›е C%2%м !=“Cл=",2ь“ .

b.j,C ?= 

t2667. )е2/!е %д,…=*%"/. =мCе!ме2!= 
"*люче…/ "% "“е че2/!е C!%"%д= (" 2!, 
-=ƒ…/. , %д,… ƒемл …%L) “,л%"%L 
2!е.-=ƒ…%L “е2,. t=ƒ/ %д,…=*%"/. C% 
"ел,ч,…е …=C! ›е…,L %2л,ч=ю2“  д!3г %2 
д!3г= …= 120 . hмею2“  2!, %д,…=*%"/е 
л=мC%ч*,, *%2%!/е м%г32 K/2ь "*люче…/ 
C% %д…%L " 2!, !=ƒ…/е -=ƒ/. e“л, "*люче…= 
2%ль*% %д…= л=мC%ч*=, 2% “3мм= C%*=ƒ=…,L 
"“е. =мCе!ме2!%" !="…= 1 ̀ . e“л, "*люче…/ 
2%ль*% д"е л=мC%ч*,, 2% “3мм= C%*=ƒ=…,L 
"“е. =мCе!ме2!%" !="…= 1,5 ̀ . j=*%L K3де2 
“3мм= C%*=ƒ=…,L "“е. =мCе!ме2!%", е“л, 
K3д32 "*люче…/ "“е 2!, л=мC%ч*,?

o!, "*люче…,, 2%ль*% %д…%L л=мC%ч*, 
…е…3ле"/е C%*=ƒ=…,  ,мею2“  3 =мCе!ме2!%", 
"*люче……/. " “%%2"е2“2"3ю?,L -=ƒ…/L 
C!%"%д , " ƒемл …%L C!%"%д. o%.2%м3 
C%*=ƒ=…,  *=›д%г% =мCе!ме2!= !="…/ 
0,5 `. o!, "*люче…,, д"3. л=мC%че* 
“3мм= C%*=ƒ=…,L “%“2="л е2 1,5 ̀ . h %…= 
2=*%"=, C%“*%ль*3 " ƒемл …%м C!%"%де 
д"= %д,…=*%"/. (-=ƒ…/.) 2%*= C% 0,5 ̀ , 
,ƒме… ю?,.“  C% “,…3“%,д=ль…%м3 ƒ=*%…3 
“ !=ƒ…%“2ью -=ƒ 120 , д=ю2 2%* 0,5 ̀ . o!, 
"*люче…,, "“е. 2!е. л=мC%че* " 2!, !=ƒ…/е 
-=ƒ/ “3мм= C%*=ƒ=…,L "“е. =мCе!ме2!%" 
K3де2 !="…= 1,5 ̀ ! }2% C%2%м3, ч2% 2%* " 
ƒемл …%м C!%"%де K3де2 !="е… …3лю.

}.`мCе! …

t2668. Š%…*=  , C!%ƒ!=ч…=  %K%л%ч*= 
ш=!,*= ,ƒ “C!е““%"=……%г% , C%д*!=ше……%г% 
!%ƒ%"/м ц"е2%м “2,!=ль…%г% C%!%ш*= 
“дел=…= ,ƒ C%л,.2,ле…=. x=!,* …=.%д,2“  
…= C=л3Kе ,г!3шеч…%г% *%!=Kл,*=. m= д"3. 
-%2%г!=-, . %2%K!=›е…/ д"е “,23=ц,,: 
“…=ч=л= .2%2 ш=!,* K/л " "%ƒд3.е, = ƒ=2ем 
%*=ƒ=л“  C%г!3›е……/м " "%д3. o%чем3 

ш=!,* ,ƒ C%!%ш*= 2=* “,ль…% &“›=л“ [, = 
ег% %K%л%ч*= “%.!=…,л= “"%L !=ƒме!?

lе›д3 “C!е““%"=……/м C%!%ш*%м , 
%K%л%ч*%L ,мее2“  2%…*,L "%ƒд3ш…/L 
C!%ме›32%*, 2.е. ше!%.%"=2=  C%"е!.…%“2ь 
ш=!,*= *=“=е2“  %K%л%ч*, …е C% "“еL ее 
"…32!е……еL C%"е!.…%“2,, = " *%…еч…%м ч,“ле 
…еK%льш,. C 2е… (2%че*). q"е2 %2 3ч=“2*%" 
C%"е!.…%“2, ш=!,*=, …е *=“=ю?,.“  
%K%л%ч*,, …= г!=…,це "%ƒд3.$C%л,.2,ле…$
"%д= C!ел%мл е2“ . p=““2% …,е %2 ш=!,*= д% 
-%2%=CC=!=2= ƒ…=ч,2ель…% K%льше !=ƒме!%" 
ш=!,*=, = д,=ме2! %KAе*2,"= (*=ме!/ …= 
2еле-%…е) ƒ…=ч,2ель…% ме…ьше д,=ме2!= 
ш=!,*=, C%.2%м3 “=м/е *!=L…,е 3ч=“2*,, %2 
*%2%!/. д% %KAе*2,"= -%2%=CC=!=2= д%.%д,2 
“"е2 %2 C%г!3›е……%г% " "%д3 ш=!,*=, 
!=“C%л%›е…/ %2 л,…,,, C!%.%д ?еL че!еƒ 
це…2! ш=!,*= , %KAе*2," -%2%=CC=!=2=, …= 
!=““2% …,, R n , где R $ !=д,3“ ш=!,*=, = 

4 3n   $ C%*=ƒ=2ель C!ел%мле…,  "%д/.
q.b=!л=м%"

g ` d ` ) m h j  & j b ` m Š ` [
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4. Никита нарисовал и закрасил выпуклый 
пятиугольник с периметром 20 и площадью 
21. Таня закрасила все точки, находящиеся 
на расстоянии не более 1 от закрашенных 
Никитой (см. рисунок). На сколько увеличи-
лась закрашенная площадь? Ответ округлите 
до сотых.

t%ль*л%!

Задачи
1. Однажды в город пришел торговец 

с зонтиками трех цветов. Синих зонтиков у 
него было вдвое меньше, чем желтых и крас-
ных, красных — втрое меньше, чем желтых и 
синих, а желтых зонтиков 45. Сколько синих 
и сколько красных зонтиков было у торговца?

h.p=“*,…=

2. В каждом раунде игры «Что? Где? Ког-
да?» разыгрывается 1 очко, которое достается 
либо знатокам, либо телезрителям. Игра идет 
до 6 очков. Олег захотел посмотреть игру в 
записи, но случайно увидел в комментариях 
финальный счет. Все же он не успел прочи-
тать, кто победил, поэтому начал просмотр. 
По окончании восьмого раунда Олег сказал: 
«До этого было интересно смотреть: я не знал, 
чем закончится каждый раунд, а вот дальше 
я знаю исходы всех оставшихся раундов». 
С каким счетом завершилась игра?

`. c!,K=л*%

3. В 20 пакетах лежит по 26 слив, масса 
слив в каждом пакете не больше 1 кг. Докажи-
те, что можно переложить сливы в 26 пакетов 
по 20 слив так, чтобы масса слив в каждом 
пакете была меньше 1 кг.

`. x=C%"=л%"

g=д=ч, 1 , 4 C!едл=г=л,“ь …= XLIV Š3!…,!е 
,ме…, l.b.k%м%…%“%"=, ƒ=д=ч, 2 , 3 $ …= XXVI 
Š3!…,!е м=2ем=2,че“*,. K%е" ,ме…, ̀ .o. q=",…=.
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В двадцатом веке дирижабли наполняли 
горючим водородом, дорогим гелием или 
малоэффективным горячим воздухом, те-
перь же мы делаем их буквально пустыми. 

Прочные наноструктуры позволяют от-
качать из оболочки воздух и заместить его 
вакуумом.

Нил Стивенсон. Алмазный век

mе“*%ль*% ле2 …=ƒ=д, " %д,… C!е*!=“…/L 
де…ь, м…%г,е “!ед“2"= м=““%"%L ,…-%!м=ц,, 
“2=л, %д…% ƒ= д!3г,м “%%K?=2ь, ч2% “%ƒд=… 
2"е!д/L м=2е!,=л, *%2%!/L " …е“*%ль*% 
!=ƒ легче "%ƒд3.=. o!,чем .2, “%%K?е…,  
“%C!%"%›д=л,“ь -%2%г!=-, м, *3“*= .2%г% 
м=2е!,=л=, м,!…% ле›=?ег% …= л=д%…,. h …е 
" "=*33ме, = C!%“2% …= "%ƒд3.е. 

),2=2ел,, *=* %K/ч…% , K/"=е2 C!, ч2е…,, 
C%д%K…/. м=2е!,=л%", C%дел,л,“ь …= д"е 
г!3CC/. oе!"/е C!%“2% 3д,"л л,“ь ,л, "%“-
.,?=л,“ь, , …ед%3ме……/. "%C!%“%" 3 …,. …е 
"%ƒ…,*=л%. x*%ль…3ю -,ƒ,*3 %…, …е ,ƒ3ч=-
л, $ е“л, ,ƒ3ч=л,, 2% ƒ=K/л,, = е“л, ч2%-2% 
…е ƒ=K/л,, 2% ею …е C%льƒ%"=л,“ь. b д=……%м 
“л3ч=е …е C%"еƒл% ƒ=*%…3 `!.,мед=. b2%!/е, 
ч,2=  C!% м=2е!,=л легче "%ƒд3., м,!…% 
ле›=?,L …= л=д%…,, “ме л,“ь , 3д,"л л,“ь 
гл3C%“2, 2е., ч2% .2% %C3Kл,*%"=л. l/ …=де-
ем“ , ч2% "/ C!,…=дле›,2е * 2!е2ьеL г!3CCе, 
2.е. * 2ем, *2% .%че2 C%… 2ь.

o%д“*=ƒ*%L K3де2 %C,“=…,е .2%г% м=2е!,-
=л=, *%2%!/L …=ƒ/"=е2“  &=.!%гель[. }2% 
%че…ь C%!,“2/L м=2е!,=л, C%!/ " …ем м%г32 
ƒ=…,м=2ь д% 99% %KAем=, = "“е %“2=ль…%е м%-
›е2 “%“2% 2ь ,ƒ !=ƒ…/. "е?е“2", …=C!,ме! 
,ƒ %*“,д%" ,л, 3гле!%д=. nK?,е “"еде…,  
%K .2%м м=2е!,=ле ,мею2“  " b,*,Cед,,, 
, …= м%ме…2 …=C,“=…,  .2%L “2=2ь, 2=м …е 
K/л% гл3C%“2еL, …% %…, м%г32 "%ƒ…,*…32ь " 
люK%L м%ме…2, 2=* ч2% K3дь2е %“2%!%›…/. 

В космос –
на безвоздушном 

шаре?

` C%*= ƒ=Lмем“  дел%м $ C%“2!%,м м%дель 
C%д%K…%г% м=2е!,=л=, "/ “…,м, …=“*%ль*% 
лег*,м %… м%›е2 K/2ь , …ельƒ  л, “дел=2ь 
2=*, ч2%K/ %… деL“2",2ель…% "ƒле2ел.

o3“2ь 3 …=“ е“2ь м=2е!,=л “ Cл%2…%“2ью   
, C!%ч…%“2ью  . p=ƒме!…%“2ь C!%ч…%“2, " 
ед,…,ц=. qh .2% H/м2, …% " 2е.…,*е C!,-
… 2% дл  C!%ч…%“2, , "%%K?е дл  ме.=…,-
че“*,. …=C! ›е…,L ,“C%льƒ%"=2ь ед,…,ц/ 
*г/мм2. o%чем3 ƒде“ь &*г[, = …е &m[, "/, 
*%…еч…% C%…,м=е2е, , ед,…,ц/ Cе!е"%д,2е 
Kеƒ *=ль*3л 2%!=. qеLч=“ …=м …е "=›…%, .2= 
K3*%"*=   $ C!едел C!%ч…%“2,, ,л, C!едел 
2е*3че“2,, ,л, м=л%ц,*л%"=  C!%ч…%“2ь, 
,л, *=*= -2% е?е; !=ƒ…/. C!%ч…%“2еL м…%г%. 
l/ K3дем C!%“2% “ч,2=2ь, ч2% .2% 2% …=C! -
›е…,е, C!, *%2%!%м м%›…% ,“C%льƒ%"=2ь 
м=2е!,=л.

qдел=ем ,ƒ .2%г% м=2е!,=л= …,2, д,=ме2-
!%м d , “%Kе!ем ,ƒ …,. *3K “ !еK!%м L. m=ш 
*3K K3де2 3“2!%е… C!%“2% $ .2% K3де2 2!е.-
ме!…=  “2!3*23!= ,ƒ Cе!,%д,че“*,, “ Cе!,%-
д%м l, !=“C%л%›е……/. "д%ль %“еL *%%!д,…=2 
…,2еL. m,2,, ,д3?,е C=!=ллель…% %“, . , 
C=!=ллель…% %“, 3, !=“C%л%›,м " %д…,. 
Cл%“*%“2 ., C=!=ллель…/. %“, z, ,…=че %…, 
…е K3д32 Cе!е“е*=2ь“ . )е!еƒ .2, ›е 2%ч*, 
Cе!е“ече…,  C!%C3“2,м …,2,, ,д3?,е C=!=л-
лель…% %“, z, , " *=›д%L 2%ч*е Cе!е“ече…,  
"“е 2!, …,2, “%ед,…,м. o%C32…% "%C!%“ $ 
“*%ль*% 3 …=“ "“ег% …,2еL , “*%ль*% 2%че* 
“%ед,…е…, ? o%…,м=е2е л, "/, ч2% -%!м3л/ 
3 (L l)2 ,  3L l  $ C!,Kл,›е……/е , C%чем3 
.2% 2=*? ` е?е " *=че“2"е !=ƒ"лече…,  C%-
C!%K3L2е м/“ле……% “%K!=2ь L l -*3K …е ,ƒ 
…,2еL, = ,ƒ Cл%“*%“2еL , C%л3ч,2ь =…=л%г,ч-
…/е -%!м3л/.

o3“2ь …=ш *3K ƒ=*!/2 “ C%"е!.…%“2, ге!-
ме2,ч…%L %K%л%ч*%L, "е“%м , “%K“2"е……%L 
C!%ч…%“2ью *%2%!%L C%*= C!е…еK!ег=ем. hƒ 
C!%“2!=…“2"= "…32!, %K%л%ч*, K3дем %2*=-
ч,"=2ь "%ƒд3., C%“ле чег% 3“2!%L“2"% K3де2 
,мее2 ш=…“/ деL“2",2ель…% “2=2ь легче 
"%ƒд3.=. d% *=*%L "/“%2/ %…% C%д…,ме2“  " 
=2м%“-е!е, е“л, …е “л%м=е2“  C!, %2*=ч*е? 
n2"е2 %че",д…% ƒ=",“,2 %2 %2…%ше…,  C!%ч-
…%“2, * Cл%2…%“2,, д="=L2е ег% C%л3ч,м.

q!ед…   Cл%2…%“2ь …=шег% *3K= .2% 
%2…%ше…,е "“еL м=““/ * %KAем3 L3, 2.е.

. o%л3ч,2е .23 -%!м3л3 “=м%-
“2% 2ель…%. o!, .2%м 3ч2,2е, ч2% …,2, ,д32 
"д%ль 2!е. %“еL , ,. %K?ее *%л,че“2"% !="…% 

Л. АШКИНАЗИ

DOI: https://doi.org/10.4213/kvant20211002
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2 23L l , = %KAем *=›д%L …,2, !="е… d2L 4. 

q д!3г%L “2%!%…/, C!, ƒ=C3“*е “ 3!%"…  
gемл, …,2, д%л›…/ "/де!›=2ь “,л3, “%ƒд=…-
…3ю д="ле…,ем =2м%“-е!/ 2pL , где p $ =2-
м%“-е!…%е д="ле…,е, !=“C!еделе……3ю %K%-
л%ч*%L …= Cл%?=дь “ече…,  "“е. …,2еL, "/-
.%д ?,. …= г!=…ь *3K=, 2.е. …= d2L2 (4l2). 
}2% %ƒ…=ч=е2, ч2% д%л›…% "/C%л… 2ь“  3“л%-
",е  2 2 2 24pL d L l  , %2“юд= $ %че",д-

…%е “%%2…%ше…,е 
2

24

d
p

l


 . e“л, C!,… 2ь 

510p   o=, 95 10    o=, 2% м/ C%л3ч,м 
%2…%ше…,е 0,005d l  . l%›ем ,“C%льƒ%-
"=2ь, …=C!,ме!, d = 5 м*м, = l = 1 мм. o!ед-
“2="ь2е “еKе м/“ле……% .23 *%…“2!3*ц,ю, C%-
л%›,2е …= …ее м/“ле……% …=г!3ƒ*3 , … C!,-
“л3ш=L2е“ь * “"%,м "…32!е……,м ч3"“2"=м. 
aе“C%*%L“2"% …е "%ƒ…,*=е2? 

bе!…ем“  " =!,-ме2,*е. j=*%"= K3де2 
“!ед…   Cл%2…%“2ь 2=*%г% м=2е!,=л=, е“л, 
,“C%льƒ%"=2ь ег% C!едель…3ю C!%ч…%“2ь, 
2.е. "/K!=2ь C=!=ме2!/ 2=*, ч2%K/ м=2е!,=л 
еле-еле "/де!›,"=л =2м%“-е!…%е д="ле…,е? 
hƒ C%л3че……%г% "/!=›е…,  дл  д="ле…, :

2
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d
p

l


 , -%!м3л/ дл  “!ед…еL Cл%2…%-

“2,:  C%л3ч=ем cp 3 p    . 

g=ме2,м, ч2% "ел,ч,…3    " 2е.…,*е …=ƒ/-
"=ю2 3дель…%L C!%ч…%“2ью. n…= г%"%!,2 % 
2%м, “*%ль*% K3де2 "е“,2ь 2= ,л, ,…=  *%…-
“2!3*ц,  C!, ƒ=д=……%L C!%ч…%“2,. m3, = м/ 
C%леƒем " “C!="%ч…,*,, …=Lдем "ел,ч,…/   
,   , C%л3ч,м, …=C!,ме!, дл  *"=!ц= "ел,-
ч,…3 %*%л% 0,1 *г/м3. }2% деL“2",2ель…% 
ме…ьше Cл%2…%“2, "%ƒд3.=, !="…%L 1,3 *г/м3 
(= .23 "ел,ч,…3 "/ м%›е2е C%л3ч,2ь, C%де-
л," 29 г …= 22,4 л $ "ел,ч,…/ 3ƒ…="=ем/?). 
}2% 2%ль*% !=“че2, …% " .*“Cе!,ме…2е "ел,-
ч,…= 0,16 *г/м3 дл  =.!%гел  (…% д!3г%L 
*%…“2!3*ц,,) 3›е C%л3че…=.

nд…=*% %ƒ…=ч=е2 л, .2%, ч2% 2=*%L =.!%-
гель !=д%“2…% "ƒ%"ье2“  " "%ƒд3.? r"/, 
…е2. o%2%м3, ч2% м/ 3ч,2/"=л, "е“ 2%ль*% 
…,2еL, …% …е 3ч,2/"=л, "е“ "%ƒд3.= " C!%-
“2!=…“2"е ме›д3 …,м,. m% е“л, K/ 3д=л%“ь 
%2*=ч=2ь ,ƒ =.!%гел  "%ƒд3., %… "ƒле2ел 
K/ д% "/“%2/ %*%л% 15 *м, где Cл%2…%“2ь 
=2м%“-е!/ 3ме…ьш=е2“  д% 3*=ƒ=……%L "ел,-
ч,…/. j“2=2,, “=м C% “еKе *=!*=“ =.!%гел  
(…=C!,ме!, *"=!це"/L) 2е%!е2,че“*, м%›…% 

“дел=2ь е?е легче. o!%Kлем= " ме2%де ,ƒг%-
2%"ле…,  , " C!%ч…%“2, $ чем %… K3де2 лег-
че, 2ем ме…ее C!%че…. l/ "едь !=““м=2!,"=-
л, *%…*!е2…%е %г!=…,че…,е $ C!%ч…%“2ь (…е 
…,2еL, = м=2е!,=л=!) д%л›…= K/2ь …е ме…ее 
=2м%“-е!…%г% д="ле…,  105 o=.

g=Lмем“  %K%л%ч*%L, *%2%!=  …е C!%C3-
“*=е2 "%ƒд3. , !=“C!едел е2 “,л3 д="ле…,  
C% …,2 м. nK%л%ч*=, ле›=?=  …= *"=д!=2-
…/.  чеL*=. ,ƒ …,2еL, K3де2 C!%д="л,"=2ь-
“  !=ƒ…%“2ью д="ле…,L ("…32!, м/ "едь 
C!едC%л=г=ем ,ме2ь %че…ь !=ƒ!е›е……/L 
"%ƒд3.) , м%›е2 …е "/де!›=2ь. q,л3, C!,-
.%д ?3ю“  …=  чеL*3 l  l , !="…3ю 2pl , 
д%л›…= "/де!›,"=2ь …,2ь “ече…,ем 2d  , 
Cле…*= “ече…,ем hl, где h $ 2%л?,…= Cле…-
*,. o%“*%ль*3 l d , 2%, Kе!  h d , м/ 
м%›ем …е %C=“=2ь“ , ч2% Cле…*= C%!"е2“ , 
= "е“,2ь %…= K3де2 "“е !="…% C!е…еK!е›,м% 
м=л% ,ƒ-ƒ= 2%г%, ч2% %…= 2%…*=  " м=“ш2=Kе 
*%…“2!3*ц,, (L h ). j%гд=   Cе!"/L !=ƒ 
%*3…3л“  " .23 м,л3ю ƒ=д=ч3, " .2%м ме“2е 
  "%ƒл,*%"=л $ "“е, ле2,м " *%“м%“! m% "/ 
C%м…,2е, ч2% …ем…%г% !=…ьше   C!,ƒ"=л "=“ 
C!,“л3ш=2ь“  * "…32!е……,м ч3"“2"=м?

h…23,ц,  K/л= C!="=. e“2ь е?е %д…% %г!=-
…,че…,е, …% %…% "/.%д,2 ƒ= !=м*, ш*%ль…%L 
м%дел,, , м/ C!,"едем ег% Kеƒ д%*=ƒ=2ель-
“2"=. q2е!›е…ь, “›,м=ем/L "д%ль %“,, 
м%›е2 де-%!м,!%"=2ь“  …е ,ƒ-ƒ= …ед%“2=2*= 
C!%ч…%“2, (.2% м/ 3ч,2/"=л,), = ,ƒ-ƒ= C%-
2е!, 3“2%Lч,"%“2,, 2.е. ,ƒг,K= "K%*. }23 ƒ=-
д=ч3 *%гд=-2% "Cе!"/е !еш,л …е *2%-…,K3дь, 
= “=м }Lле! 277 ле2 …=ƒ=д. Š=* "%2, ,ƒг,K 
*!3гл%г% “2е!›…  C!%,“.%д,2 C!, …=C! ›е-
…, . C%! д*= 2 2 2Ed l  , C!, м=л/. d l , 
2.е. дл  2%…*,. дл,……/. …,2еL, д=›е C!, 
K%льш%м ƒ…=че…,, м%д3л  ~…г= E (дл  
*"=!ц= C!,мем 70•109 o=) м%›…% %C=“=2ь“  
,ƒг,K=. b/ше м/ C%л3ч,л, *=* C!едель-
…3ю C% “%%K!=›е…, м C!%ч…%“2, …= “›=2,е 
"ел,ч,…3 0,005d l  , %д…=*% C!, .2%м 
C!едель…/е …=C! ›е…,  дл  "%ƒ…,*…%"е…,  
,ƒг,K=, 2.е. “м 2,  *%…“2!3*ц,,, C%л3ч=ю2-
“  71,7 10  o=. ` м/-2% %!,е…2,!%"=л,“ь …= 

95 10  o=, ч2% " 300 !=ƒ K%льше! g…=ч,2, 
%2…%“,2ель…%е “ече…,е …,2еL C!,де2“ , 
C%.%›е, 3"ел,ч,2ь " 300 !=ƒ, = %2…%ше…,е 
d l  $ " 17 !=ƒ. ` 2=*%L м=2е!,=л, д=›е е“л, 
,ƒ …ег% "/*=ч=2ь "%ƒд3., 3"/, …е "ƒле2,2.

l%›…% C!,д3м=2ь д"= "=!,=…2= деL“2",L. 
oе!"/L $ ,“C%льƒ%"=2ь …е %K/ч…/L =.-
!%гель, = “-=…2=ƒ,!%"=2ь *%…“2!3*ц,ю ,ƒ 
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3гле!%д…/. …=…%2!3K%*. b2%!%L $ %2*=-
ч,"=2ь "%ƒд3. …е “!=ƒ3 "е“ь, = 2=*, ч2%K/ 
3“2!%L“2"% еле-еле %2%!"=л%“ь , …=ч=л% 
C%дAем. h д=лее, C% ме!е C%дAем=, C!%-
д%л›=2ь %2*=ч,"=2ь "%ƒд3., %Kе“Cеч,"=  
м=л%“2ь “,л, деL“2"3ю?,. …= …,2,. Šе%!е-
2,че“*,, 2=* м%›…% ƒ=K!=2ь“  , " *%“м%“ $ 
е“л,, *%…еч…%, %2“=“/"=ю?,L …=“%“ …,чег% 
…е "е“,2.

h " ƒ=*люче…,е “*=›ем, *=*,е “3?е-
“2"3ю2 “=м/е лег*,е "е?е“2"=, C!,чем …е 
м…%г%-=ƒ…/е *%мC%ƒ,2/ $ г3K*,, “%2%"/е 
*%…“2!3*ц,, , =.!%гел, “ "%ƒд3.%м "…32!,, 
= че“2…/е 2"е!д/е "е?е“2"=. o%-",д,м%м3, 

.2% 2=* …=ƒ/"=ем/е ме2=лл%%!г=…,че“*,е 
*=!*=“/, Cл%2…%“2ь *%2%!/. K/"=е2 C%! д*= 
(0,12$0,13) г/“м3.1

m="е!…%е, !е*%!д“ме… ƒде“ь 2"е!д/L 
"%д%!%д “ Cл%2…%“2ью 0,087 г/“м3. m% %… 
!е*%!д“ме…, 2%ль*% е“л, …е %че…ь ›=!*%, = 
2%ч…ее $ C!, $259,14 %q, ,л, 14,01 j.

1 o!%ч,2=2ь % …,. м%›…%, …=C!,ме!, ƒде“ь: 
https: biomolecula.ru articles mofs-nashe-
budushchee
www.ihim.uran.ru < files < info < hij2_2018
nplus1.ru < news < 2017 04 24 < uranium-mof

jnmjrpq hlemh `.o. q`bhm`

jnmjrpq hlemh `.o. q`bhm`

5. mе“*%ль*% ,…2!%"е!2%" , .*“2!="е!2%" 
.%2 2 !=ƒK,2ь“  …= че2/!е *%м=…д/. q…=ч=-
л= " *=›д%L *%м=…де C% …%ль чел%"е*. g=2ем 
*=›д/L C% %че!ед, "/K,!=е2 *%м=…д3, C!,-
чем ,…2!%"е!2/ "/K,!=ю2 *=*3ю-2% *%м=…-
д3 “ м,…,м=ль…/м (…= м%ме…2 "/K%!=) *%-
л,че“2"%м 3ч=“2…,*%", = .*“2!="е!2/ $ м=*-
“,м=ль…/м. l%гл, л, *%м=…д/ C%л3ч,2ь“  
C%C=!…% !=ƒл,ч…%г% !=ƒме!=? 

`.oе!еCеч*%

6. d=… C!=",ль…/L ше“2,3г%ль…,* 
ABCDEF. kюK/е 2!, ег% "е!ш,…/ %K!=ƒ3-
ю2 2!е3г%ль…,*, "“ег% 2=*,. 2!е3г%ль…,*%" 
20. j"=…2,* .%че2 %2ме2,2ь "…32!, ше“2,-
3г%ль…,*= *=* м%›…% ме…ьше 2%че*, ч2%K/ 
"…32!ь *=›д%г% ,ƒ .2,. 20 2!е3г%ль…,*%" 
C%C=л= .%2  K/ %д…= %2мече……=  2%ч*=. o!,-

"ед,2е C!,ме!, *=* %2ме2,2ь 2%ч*,, ч2%K/ 
"/C%л… л%“ь .2% 3“л%",е, , д%*=›,2е, ч2% 
ме…ьше 2%че* %2ме2,2ь …ельƒ .

`.Š%лC/г%

7. b %“2!%3г%ль…%м 2!е3г%ль…,*е ABC 
C!%"еде…/ "/“%2/ 0BB  , 0CC  , K,““е*2!,-
“/ BB  , 1CC . n*=ƒ=л%“ь, ч2% 0 0 1 1B C BC .
l%›…% л, 32"е!›д=2ь, ч2% 2!е3г%ль…,* 
ABC !="…%Kед!е……/L?

q.d"%! …,…%"

8. m=23!=ль…%е ч,“л% …=ƒ/"=е2“  C=л,…-
д!%м%м,  е“л, %…% ч,2=е2“  “ле"= …=C!="% , 
“C!="= …=ле"% %д,…=*%"% (…=C!,ме!, 2, 33 
,л, 12321). dл  *=*,. …=23!=ль…/. n “3?е-
“2"3е2 C=л,…д!%м, дел ?,L“  …= n?

~.l=!*ел%"

Мы продолжаем конкурс по решению математических задач. Задания рассчитаны 
в основном на учащихся начиная с 8-9 классов, а более младшим школьникам совету-
ем попробовать свои силы в конкурсе журнала «Квантик» (см. сайт. kvantik.com).

Высылайте решения задач, с которыми справитесь, электронной почтой по адресу: 
savin.contest@gmail.com. Кроме имени и фамилии укажите город, школу и класс, в ко-
тором вы учитесь, а также обратный почтовый адрес.

Мы приветствуем участие в конкурсе не только отдельных школьников, но и команд 
(в таком случае присылается одна работа со списком участников). Участвовать можно, 
начиная с любого тура. Победителей ждут дипломы журнала «Квант» и призы.

Задания, решения и результаты публикуются на сайте sites.google.com/view/savin-contest
Желаем успеха!



Тяготение – некоторый наиболее неу-
ловимый божественный дух (something 
concerning a certain most subtle Spirit).

Не действуют ли тела на свет на рассто-
янии и не изгибают ли этим действием его 
лучей…?

И. Ньютон

mем=л% !е"%люц,L K/л% " -,ƒ,*е , " 
%K?е“2"е……%м м…е…,,. Š=*, %*=ƒ=л%“ь, ч2% 
gемл  *!3гл= ! )2% %…= "!=?=е2“  "%*!3г 
q%л…ц=, = …е …=%K%!%2. )2% …ельƒ  %“3?е-
“2",2ь "еч…/L д",г=2ель. )2%…

nд…= ,ƒ “=м/. ш3м…/. !е"%люц,L …=ч=-
л=“ь C%! д*= (*=* “*=›е2 …=“2% ?,L -,ƒ,*) 
“%2…, ле2 …=ƒ=д. n…= C%2! “л= C!,"/ч…/е 
C!ед“2="ле…,  % C!%“2!=…“2"е , "!еме…,. m% 
е“л, д!3г,е &!е"%люц,,[ (…=C!,ме!, дем%…-
“2!=ц,   де!…%L K%мK/) "C%л…е …=гл д…/, 
2% дл  C%…,м=…,  2е%!,, %2…%“,2ель…%“2, 
`льKе!2= }L…ш2еL…= (1879$1955) C%2!е-
K3е2“  …ем=л% 3“,л,L. dл  %“%ƒ…=…,  "“еL 
гл3K,…/ 2е%!,, %2…%“,2ель…%“2, ›ел=2ель…% 
*=* м%›…% !=…ьше C!,“л3ш=2ь“  .%2  K/ * 
ее 2е!м,…%л%г,, (г%"%! 2, " “C%…,, 3›е “ 

Кто искривил 
пространство-

время?
А. СТАСЕНКО

де2“2"= C!,3ч=ю2 * …!="=м *%…*!е2…%L -,!-
м/). o%.2%м3 “% “" ?е……/м 2!еCе2%м *%“-
…ем“  л,шь …е*%2%!/. м!=м%!…/. *%л%…… 
.2%г% "ел,че“2"е……%г% ƒд=…, .

e“2ь " .2%L "ел,*%леC…%L 2е%!,, C%… 2,е 
,…2е!"=л= $д,--е!е…ц,=ль…% м=л%г% !=“-
“2% …,  s ме›д3 Kл,ƒ*,м, 2%ч*=м,, *%2%-
!%е д%л›…% “%.!=… 2ь“  C!, C!е%K!=ƒ%"=…,, 
*%%!д,…=2. }2% “"%L“2"% …=ƒ/"=е2“  ,…"=!,-
=…2…%“2ью C% %2…%ше…,ю * C!е%K!=ƒ%"=…,-
 м. b 2!е.ме!…%м е"*л,д%"%м C!%“2!=…“2"е 
,…2е!"=л %C,“/"=е2“  C!,"/ч…/м дл  …=“ 
“%%2…%ше…,ем (!,“. 1):

 2 2 2 2s x y z       .
d= .2% ›е C!%“2% 3D-2е%!ем= o,-=г%!=! 

$ "%“*л,*…е2 люK%L ƒд!="%м/“л ?,L ш*%ль-
…,*. b C!,…ц,Cе, C!, K%г=2%м "%%K!=›е…,, 
м%›…% C!ед“2=",2ь “еKе , че2"е!23ю, "!еме…-
…3�ю м…,м3ю %“ь “ C!,!=?е…,ем c t  (ш2!,-
.%"=  *!,"= , !,“. 2). m% .2% "“е е?е де-
*=!2%"%-е"*л,д%"% C!%“2!=…“2"%, " *%2%!%м 
&!=K%2=е2[ 2е%!ем= o,-=г%!=, “%.!=…   s . 

` 2еCе!ь C!ед“2=",м “еKе, ч2% ""еде…/ 
…е%д,…=*%"/е де-%!м=ц,, C!%“2!=…“2"е…-
…/.  , ,x y z    , "!еме……/ �.  c t  C!%ме-
›32*%", "/ƒ"=……/е г!=",2,!3ю?,м 2ел%м 
м=““%L M:

 2 2 2 2s x y z        
    21 1t      , (1)

где 

.

gде“ь  $ ƒ…=*%м=  ,ƒ ш*%л/

"2%!=  *%“м,че“*=  “*%!%“2ь, ,л, “*%!%“2ь 

Рис. 1. Интервал s в нашем 3D-пространстве
(x, y, z)

Рис. 2. Попробуйте вообразить 4D-кирпич (парал-
лелепипед) в (x, y, z, ct)-пространстве

thgh)eqjhi t`jrk|Š`Šhb

DOI: https://doi.org/10.4213/kvant20211003
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3Kег=…, , *%2%!3ю …е%K.%д,м% “%%K?,2ь 
2ел3 дл  2%г%, ч2%K/ %…%, C%*,…3" Cл=…е23 
!=д,3“%м R, %“2=…%",л%“ь …= Kе“*%…еч…%“2, 
%2 ее C%"е!.…%“2,.

b *"=д!=2…/. “*%K*=. ",д…/ !=ƒ…/е ƒ…=-
*,, ч2% C!,"%д,2 * 2е%!е2,че“*%м3 "/"%д3: 
чем ме…ьше г!=",2=ц,%……/L %KAе*2, 2ем " 
K%льшеL “2еCе…, &г!=",2=ц,  деL“2",2ель-
…% меш=е2 .%д3 "!еме…,[ $ *=* C,ш32 " 
,…2е!…е2е. }23 &C%C!="*3[ …= г!=",2=ц,ю 
м%›…% C!ед“2=",2ь *=* %2…%ше…,е д"3. 

.=!=*2е!…/. 3дель…/. .…е!г,L 
MG
r

 , 
2

2
c

.

oе!"=  ,ƒ …,. $  "…% …ью2%…%" C%2е…ц,=л, 
"2%!=  $ д= …е C!,де2 …=м …= 3м 2!=*2%"=2ь 
ее *=* &*,…е2,че“*3ю .…е!г,ю ед,…,ц/ 
м=““/[! bедь  “…%, ч2% 3дель…=  .…е!г,  

…е м%›е2 C!е"ƒ%L2, "ел,ч,…3 2E
c

m
 . 

g…=ч,2, г!=",2=ц, , ,“*!,"л   C!%“2!=…-
“2"% , "!ем , 3д"%,2 C%2е…ц,=л, 2=* ч2% 
л%г,ч…% ƒ=C,“=2ь %2…%ше…,е .…е!г,L " ",де

2
2 1MG

r c
   
   
   

. dл  3“л%",L …= C%"е!.…%“2, 

gемл, (r = R) C%л3ч,м “лед3ю?3ю  %че…ь 
м=л3ю ч,“ле……3ю %це…*3 %2…%ше…,  .…е!г,L:

.

l%›е2 K/2ь C%.2%м3 д!3г%L "ел,*,L -,ƒ,* 
}!…е“2 pеƒе!-%!д (1871$1937) …е %че…ь 
"/“%*% %це…,л !=““м=2!,"=ем3ю 2е%!,ю: 
&`, чеC3.=! $ %2"е2,л %…. $ dл  …=шеL !=-
K%2/ .2% …е …3›…%!… r …=“ “л,ш*%м м…%г% 
ƒд!="%г% “м/“л=[. (&r …=“[ $ …=д% C%л=г=2ь 
3 =…гл%-“=*“%".)

nд…=*%, е“л, .2= &C%C!="*=[ “2=…е2 !="…= 
ед,…,це, “*%K*= C%“ле 2t  " "/!=›е…,, 
(1) %K!=2,2“  " …%ль $ *=* 232 …е C!,L2, " 
%2ч= …ье: *3д= C%де"=л%“ь "!ем ? o!, .2%м 

ƒ…=че…,е 2
2

1
MG

Rc
  “%%2"е2“2"3е2 че!…%L

д/!е, где 2
2MG

R
c

  $ 2=* …=ƒ/"=ем/L

!=д,3“ x"=!цш,льд=. b .23 д/!3 C!%"=-
л,"=ю2“  "“е “%“ед,, ,“C3“2," C%“лед…ее 
,ƒл3че…,е Cе!ед C=*,K/2,ем (“м. …ед="…юю 

“2=2ью k. aел%C3.%"= &)е!…/е д/!/ “3?е-
“2"3ю2[ " &j"=…2е[ 1 3 ƒ= 2021 г.).

b !=““м=2!,"=ем%L 2е%!,, "=›…3ю !%ль 
,г!=е2 *!,",ƒ…= C!%“2!=…“2"=. Šе, *2% “ч,-
2=л, ƒемлю Cл%“*%L, 32"е!›д=л, -=*2,че-
“*,, ч2% ее *!,",ƒ…= !="…= …3лю; 2%2, *2% 
“ч,2=л ее C%"е!.…%“2ь “-е!%L, C!,C,“/"=л 
еL !=д,3“ *!,",ƒ…/ R ,, “лед%"=2ель…%,

ед,…“2"е……%е ƒ…=че…,е *!,",ƒ…/ 
1

K
R

 . 

b “л3ч=е K%лее “л%›…%L C%"е!.…%“2, $ …=-
C!,ме!, *=* “*%!л3C= *3!,…%г%  Lц= $ *!,-
",ƒ…= ,ƒме… е2“  %2 2%ч*, * 2%ч*е, …% " 
*=›д%L 2%ч*е м%›…% "/дел,2ь д"е гл="…/е 
*!,",ƒ…/ 1R  , 2R  (!,“. 3). j=* 232 …е 
"“C%м…,2ь C!,…ц,C,=ль…/L “C%! ме›д3 
23C%*%…еч…,*=м, , %“2!%*%…еч…,*=м, k,-
л,C32,, " “=2,!,че“*%м !%м=…е d›%…=2=…= 
q",-2= &o32еше“2",  c3лл,"е!=[!

b м=2ем=2,*е ""%д,2“  C%… 2,е “!ед…еL

*!,",ƒ…/:  , 2=* …=ƒ/"=ем%L

г=3““%"%L *!,",ƒ…/: 1 2
1 2

1
K K K

R R
  ,

,мею?еL !=ƒме!…%“2ь  , …=ƒ"=……%L 

Рис. 3. а) Кривизна сферы постоянна и равна 1 R. 
б) Кривизна 2D-пространства  (поверхности) 
по Гауссу равна 1 (R1R2) и имеет размерность 1 м2 
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" че“2ь "ел,*%г% м=2ем=2,*= j=!л= c=3““= 
(1777$1855).

m% C%"е!.…%“2ь  Lц= $ д"3ме!…/L %KAе*2. 
)2% ›е K3де2 " че2/!е.ме!…%м C!%“2!=…-
“2"е-"!еме…,!? n*=ƒ/"=е2“ , %…% 3›=“…% 
*!,"%е. }L…ш2еL…, ,“C%льƒ3  !еƒ3ль2=2/ 
, %C/2 “"%,. C!едше“2"е……,*%" , д!3ƒеL 
(c,льKе!2=, c=3““=, p,м=…=, o3=…*=!е, 
qм%л3.%"“*%г%, c!%““м=…= …), C%л3ч,л 
“,“2ем3 3!="…е…,L дл  м…%г,. *!,",ƒ…, 
*=›д=  ,ƒ *%2%!/. C%!%›де…= %д…%L ,ƒ -,-
ƒ,че“*,. “3?…%“2еL, “%“2="л ю?,. 2=* …=-
ƒ/"=ем/L 2е…ƒ%! .…е!г,,-,мC3ль“= T. }2%2 
2е…ƒ%! $ 2=Kл,ц= ,ƒ де“ 2, !=ƒл,ч…/. *%м-
C%…е…2 $ ,мее2 %д…3 , 23 ›е !=ƒме!…%“2ь, 
*%2%!3ю м%›…% ƒ=C,“=2ь " ",де %KAем…%L 
Cл%2…%“2, .…е!г,,, ,л, д="ле…, , ,л, Cл%2-
…%“2, C%2%*= ,мC3ль“=:

.

r›е .2% дел=е2 2е%!,ю nK?еL. gде“ь "=›-
…% 3C%м …32ь 2=*›е %K &.*","=ле…2…%“2, 
м=““/ , .…е!г,,[, 32"е!›д=ем%L -%!м3л%L 

2E mc . 
Š=*,м %K!=ƒ%м, 3!="…е…,е г!=",2=ц,, 

}L…ш2еL…= $ .2% “,“2ем= де“ 2, 3!="…е…,L; 
ч2%K/ " …еL !=ƒ%K!=2ь“ , …3›…% C%л3ч,2ь 
%K!=ƒ%"=…,е, …=C!,ме! %*%…ч,2ь lcr ,л, 
t,ƒ2е., ,л, … &mе“м%2!  …= C%!=ƒ,2ель…/е 
, "Cеч=2л ю?,е .*“Cе!,ме…2=ль…/е C%д-
2"е!›де…,  2е%!,, %2…%“,2ель…%“2,, м…%г,м 
люд м 2!3д…% "%“C!,… 2ь ее че2/!е.ме!…/L 
…ее"*л,д%" м,![ (l%!,“ jл=L…. &l=2ем=-
2,*=. o%,“* ,“2,…/[). o%.2%м3 "%“C%льƒ3-
ем“  “%"е2%м }…!,*% tе!м,: &b -,ƒ,*е … 
…е2 ме“2= дл  C32=……/. м/“леL. dеL“2",-
2ель…% C%…,м=ю?,е C!,!%д3 2%г% ,л, ,…%г% 
 "ле…,  д%л›…/ C%л3ч=2ь %“…%"…/е ƒ=*%…/ 
,ƒ “%%K!=›е…,L !=ƒме!…%“2,[.

h2=*, *=›д=  ,ƒ *!,",ƒ…, ,мею?,. !=ƒ-
ме!…%“2ь , д%л›…= K/2ь C!%C%!ц,%…=ль- 

…= C%!%›д=ю?еL .23 *!,",ƒ…3 &-,ƒ, -

че“*%L C!,ч,…е[, ,мею?еL !=ƒме!…%“2ь .

b *=че“2"е *%.--,ц,е…2= C!%C%!ц,%…=ль…%-
“2, е“2е“2"е……% %›,д=2ь C% "ле…,е …ью2%-
…%"“*%L *%…“2=…2/ 2 г%2е…, 

. 

m% C!%,ƒ"еде…,е GT, *=* лег*% C!%"е!,2ь, 

,мее2 !=ƒме!…%“2ь . q%"е!ше……% 

%че",д…%,ч2%, дл  2%г% ч2%K/ C%л3ч,2ь 
2!еK3ем3ю !=ƒме!…%“2ь *!,",ƒ…/, …3›…% 
C!%,ƒ"еде…,е GT !=ƒдел,2ь …= *=*3ю-2% 
“*%!%“2ь " че2"е!2%L “2еCе…,. ` *=*=  “*%-
!%“2ь .=!=*2е!…= " 2е%!,, %2…%“,2ель…%“2,? 
j%…еч…%, “*%!%“2ь !=“C!%“2!=…е…,  люK%г% 
“,г…=л= $ “*%!%“2ь “"е2=. Š=*,м %K!=ƒ%м,

  .                   (2)
q2!%г=  2е%!,  д=е2 е?е м…%›,2ель 8  " 

C!="%L ч=“2,, 2=* ч2% *%мK,…=ц,  4
8 G

c


 

…=ƒ/"=е2“  г!=",2=ц,%……%L C%“2% ……%L 
}L…ш2еL…=. ŠеCе!ь "/!=›е…,е (2) "“е 
K%льше “2=…%",2“  C%.%›,м …= ƒ…=ме…,2%е 
3!="…е…,е }L…ш2еL…=. d= , ле"=  ч=“2ь 
.2%г% "/!=›е…,  "/гл д,2 “л%›…ее: Cе!ед 
*=›д/м C!,!=?е…,ем C!%“2!=…“2"=-"!е-
ме…, C% ",2“  “"%L м…%›,2ель, д= е?е 
*=*%L $ 2е…ƒ%!…/L! q%K“2"е……%, целью 
!еше…,  3!="…е…,  г!=",2=ц,, ,  "л е2“  
%2/“*=…,е *%мC%…е…2 .2,. &м…%›,2елеL[, 
%C,“/"=ю?,. ,“*!,"ле…,е C!%“2!=…“2"е…-
…%-"!еме……%�г% *%…2,…33м=.

m% , .2% …=ше д%“2,›е…,е …е м=л% �: 3“2=-
…%"ле…% …е*%2%!%е -3…д=ме…2=ль…%е “%%2…%-
ше…,е ме›д3 “%3ч=“2…,*=м, C!%це““=. j=* 
3C%м …32% " .C,г!=-е, "%ƒм%›…%“2ь ,“*!,"-
ле…,  л3чеL “"е2= " г!=",2=ц,%……%м C%ле 
C%д%ƒ!е"=л е?е mью2%…. m% 2е%!,  %2…%“,-
2ель…%“2, }L…ш2еL…= C%ƒ"%л,л= %C!едел 2ь 
ге%ме2!,че“*,е “"%L“2"= C!%“2!=…“2"=, " 
*%2%!%м л3ч, “"е2= $ C! м/е!

h2=*, “Cец,=ль…=  , %K?=  2е%!,, %2…%“,-
2ель…%“2, (qŠn $ 1905 г. , nŠn $ 1912 г.) 
C!,ƒ…=…/ !е"%люц,еL " -,ƒ,*е. rC%м …ем 
…е*%2%!/е .=!=*2е!…/е ц,2=2/ *л=““,-
*%" , C%C3л !,ƒ=2%!%" …=3*,: &o!%“2!=…-
“2"%-"!ем  $ ед,…=  -,ƒ,че“*=  “3?…%“2ь[; 
&l=2е!,  “%%K?=е2 C!%“2!=…“2"3, *=* ,“-
*!,"л 2ь“ , = ,“*!,"ле……%е C!%“2!=…“2"% 
“%%K?=е2 м=2е!,,, *=* д",г=2ь“ [. gде“ь 
.=!=*2е!…/L 2е!м,…: *=*. m% е“2ь л, %2"е2: 
C%чем3? h, .%2  м,! " "%“2%!ге %2 ,ƒ ?е-
“2"= д%*=ƒ=……%г% -=*2= ,де…2,ч…%“2, *!,-
",ƒ…/ м,!= , ег% м=““-.…е!г%-,мC3ль“…/. 
=“Cе*2%", 3д=л%“ь л, %K…=!3›,2ь -,ƒ,*3 
2=*%L “" ƒ,? h …е %“2=е2“  л, м/“ль "ел,-
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Рис. 4. Просто рисунок, повесьте его на стену и 
любуйтесь. Придет время – при желании поймете. 
Здесь Kij – десять кривизн пространства-времени 
(x,y,z,ct), порожденных тензором Т. (В классиче-
ской записи слева стоят символы Rij; буква R – из 
уважения к Риману)

*%г% mью2%…= "/ƒ%"%м …%"/м C%*%ле…, м 
м/“л,2елеL? h “л3ч=L…% л, г!=",2=ц,%……=  
*%…“2=…2= %K%ƒ…=ч=е2“  “,м"%л%м G (…е %2 
gravity, = %2 Got)?

…%!м=ль…/. …=C! ›е…,L. m=C%м…,м, ч2% 
"“е  *%мC%…е…2/ ,мею2 %д,…=*%"/е !=ƒме!-

…%“2, .

b ч=“2…%м “л3ч=е, *%гд= "“е C%2%*, !="…/ 
…3лю, C%л3ч,м

2 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

c

p
T

p

p

 
 
   
  
 

oе!"=  д,=г%…=ль…=  *%мC%…е…2= $ .2% 

,ƒ"е“2…%е “%%2…%ше…,е 
2E mc

V V
  дл 

.…е!г,, " !=“че2е …= ед,…,ц3 %KAем= V, 

= 
m
V

  . n“2=ль…/е 2!, $ ƒ=*%… o=“*=л :

д="ле…,е " ›,д*%“2, p %д,…=*%"% "% "“е. 
…=C!="ле…, .. }2% ƒ…=*%м%, м%›…% “*=ƒ=2ь, 
“ де2“2"= , "“ел е2 3"е!е……%“2ь, ч2% м/ " “%-
“2% …,, C%… 2ь "“е, ч2% “%ƒд=…% )ел%"е*%м. 

Приложение
m,ч2% …е C!,д=е2 “%л,д…%“2, 2!3д3, *=* 

o!,л%›е…,е (“2=!=  ,“2,…=). qдел=ем е?е 
ш=г "Cе!ед: !=“C,шем 2%2 “=м/L 2е…ƒ%! Š 
(!,“. 4), ч2% д%л›е… “2% 2ь " C!="%L ч=“2, 
3!="…е…,  }L…ш2еL…= , %C,“/"=2ь !=ƒл,ч-
…/е &,“*!,"ле…, [ C!%“2!=…“2"=-"!еме…,:

00 01 02 03

10

20

30

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

T T T T

T
T

T

T

   
   
        
    

  

12 13 11

12 23 22

13 23 33

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

T T T

T T T

T T T

   
   
       
      
   

oе!"%е “л=г=ем%е “%де!›,2 *%мC%…е…2/ 
2е…ƒ%!= %KAем…%L Cл%2…%“2, .…е!г,, 00T  , 
Cл%2…%“2, C%2%*= ,мC3ль“=. b2%!%е $ *%м-
C%…е…2/ Cл%2…%“2, C%2%*= .…е!г,, (деле…-
…/е …= “*%!%“2ь “"е2= “). Š!е2ье $ 2=…ге…-
ц,=ль…/е …=C! ›е…,  2,C= "%ƒ…,*=ю?,. 
" " ƒ*%L ›,д*%“2,. m=C!,ме!, C!, 2ече…,, 
›,д*%“2, "д%ль Cл=“2,…/ (%“ь .) C!%-
д%ль…=  *%мC%…е…2= “*%!%“2, ,ƒме… е2“  
" Cе!Cе…д,*3л !…%м …=C!="ле…,, (%“ь 3); 
2=*,м %K!=ƒ%м, “%%2"е2“2"3ю?=  *%мC%…е…-
2= 2е…ƒ%!= …=C! ›е…,  %K%ƒ…=ч,2“  *=* xyT .
` е“л, Cе!е…3ме!%"=2ь %“, ., 3, z, ct *=* 0, 
1, 2, 3, C%л3ч,м 12T . nK!=2,м е?е "…,м=…,е 
…= 2%, ч2% *%мC%…е…2 "“ег% 2!,, = …е ше“2ь $ 
.2% “"%L“2"% “,мме2!,, %2…%“,2ель…% д,=-
г%…=л, 2е…ƒ%!=: 12 21T T  , 2.д. m=*%…ец, 
че2"е!2%е “л=г=ем%е %C,“/"=е2 *%мC%…е…2/ 



Нетранзитивный парадокс
o!, ,г!е " *%“2, C% %K/ч…/м C!=",л=м 

"/,г!/"=е2 ,г!=ль…=  *%“2ь, …= *%2%!%L "/-
C=л= г!=…ь “ K%льш,м ч,“л%м. e“л, …= д"3. 
*%“2 . !=ƒ…/е …=K%!/ ч,“ел, %д…= ,ƒ …,. м%-
›е2 %*=ƒ=2ь“  “,ль…ее д!3г%L " 2%м “м/“ле, 
ч2% "е!% 2…%“2ь ее "/,г!/ш= K%льше 1 2 .

b%ƒьмем 2=*,е 2!, *%“2,, ч2% " *=›д%L C=-
!е е“2ь “,ль…еLш= . j=›е2“ , ч2% “!ед, .2,. 
2!е. *%“2еL д%л›…= …=L2,“ь “=м=  “,ль…= , 
*%2%!=  Kье2 д"е д!3г,е. bедь е“л, *%“2ь ` 
“,ль…ее b, = *%“2ь b “,ль…ее q, ƒд!="/L 
“м/“л C%д“*=ƒ/"=е2, ч2% ` 2ем K%лее “,ль-
…ее C.

}2% …е 2=*. m= !,“3…*е 1 C%*=ƒ=…/ !=ƒ-
"е!2*, 2!е. *%“2еL “ "е!% 2…%“2 м, "/,г!/-
ш= Cе!"%L 3 "2%!%L 1 5 9p  , "2%!%L 3 2!е-
2ьеL 2 2 3p   , 2!е2ьеL 3 Cе!"%L 3 2 3p  .
Š=*,е *%“2, …=ƒ/"=ю2 …е2!=…ƒ,2,"…/м,: 
,ƒ 2%г%, ч2% ` “,ль…ее b , b “,ль…ее q, …е 
“лед3е2, ч2% ` “,ль…ее q.

Рис. 1

hƒ"е“2…= ,г!= “ …е2!=…ƒ,2,"…/м, *%“2 м, 
C% 2=*,м C!=",л=м: ,г!=ю2 д"%е, “…=ч=л= 
%…, C% %че!ед, "/K,!=ю2 “еKе C% *%“2,, = 
д=льше *=* %K/ч…% $ "/,г!/"=е2 2%2 ,г!%*, 
…= чьеL *%“2, "/C=д=е2 K%льшее ч,“л%. j=-
›е2“  C=!=д%*“%м, ч2% 2%2, *2% "/K,!=е2 
"2%!/м, "“егд= м%›е2 %Kе“Cеч,2ь “еKе "е!%- 

 2…%“2ь "/,г!/ш= K%льше 
1
2

. m% .2% 2=*.

oе!"/L ,г!%* …е м%›е2 "/K!=2ь “,ль…еL-
ш3ю *%“2ь: " …е2!=…ƒ,2,"…%м …=K%!е 2=*%L 

C!%“2% …е2. g=2% "2%!%L "“егд= м%›е2 "ƒ 2ь 
*%“2ь “,ль…ее *%“2, Cе!"%г%.

Нетранзитивный волчок
)2%K/ !=ƒ%K!=2ь“ , *=* !=K%2=е2 2=*=  …е-

2!=…ƒ,2,"…%“2ь, , C!,м,!,2ь ƒд!="/L “м/“л 
“ *=›3?,м“  C=!=д%*“%м, !=““м%2!,м ,г!3 " 
…е2!=…ƒ,2,"…/L "%лч%* (!,“.2).

Рис. 2. Нетранзитивный волчок

d,“* "%лч*=, *%2%!/L *!32,2“  "%*!3г 
…еC%д",›…%L "е!2,*=ль…%L %“,, !=ƒделе… 
…= 2!, “е*2%!= “ 3гл=м,  ,   ,  . p д%м “ 
д,“*%м 3“2=…%"ле…= …еC%д",›…=  !,“*=. d"= 
,г!%*= "/K,!=ю2 “еKе C% “е*2%!3. b%лч%* 
!=“*!3ч,"=ю2 , “м%2! 2, " *=*%м C%л%›е…,, 
%… %“2=…%",2“ . qе*2%!   " ,г!е “   C!%,-
г!/"=е2, е“л,   %*=›е2“  …=C!%2," !,“*, (" 
%“2=ль…/. “л3ч= .   "/,г!/"=е2). qе*2%! 
  C!%,г!/"=е2 " ,г!е “  , е“л, …=C!%2," 
!,“*, %*=›е2“  “е*2%!  . h   C!%,г!/"=е2 
" ,г!е “  , е“л, …=C!%2," !,“*, K3де2  .

a3дем ,ƒме! 2ь 3гл/ " д%л . C%л…%г% %K%!%2=, 
2=* ч2% 1      . Š%гд= "е!% 2…%“2ь 
C!%,г!/ш= “е*2%!=   “е*2%!3   !="…=  , 
“е*2%!=   “е*2%!3   !="…=  , , “е*2%!=   
“е*2%!3   !="…=  . nK%ƒ…=ч,м че!еƒ 1p , 2p  
, 3p , “%%2"е2“2"е……%, "е!% 2…%“2, "/,г!/ш= 
“е*2%!=   " ,г!е “ “е*2%!%м  , “е*2%!=   " 
,г!е “ “е*2%!%м   , “е*2%!=   " ,г!е “ “е*2%!%м 
 . Š%гд= 1 2 31 , 1 , 1 .p p p        

o!, 
1

, ,
2

     *=›д=  ,ƒ "е!% 2…%“2еL

1p , 2p  , 3p  K%льше 1 2 , 2.е. ,г!= …е2!=…ƒ,-
2,"…= . m=C!,ме!, е“л, “е*2%!/ %д,…=*%"/е 

( 1 3      ), 2% 1 2 3
2 1
3 2

p p p    .

b ,г!е “ "%лч*%м “3мм= "е!% 2…%“2еL "/,-
г!/шеL "“егд= !="…= 2:

1 2 3 1 1 1p p p           
 3 2        . (1)

o!едC%л%›,м, ч2% ,г!%*, *%2%!/L "/K,!=е2 
“е*2%! Cе!"/м, дел=е2 .2% “л3ч=L…/м %K-

Нетранзитивные 
кости

А. НЕСТЕРЕНКО

DOI: https://doi.org/10.4213/kvant20211004

`"2%! .2%L “2=2ь, `ле*“=…д!= mе“2е!е…*% # 
3че…,ц= 9 *л=““= ш*%л/ 1287 г. l%“*"/

l=2ем=2,че“*,L *!3›%*
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!=ƒ%м, = 2%2, *2% "/K,!=е2 "2%!/м, ,г!=е2 
…=,л3чш,м %K!=ƒ%м. Š%гд= "е!% 2…%“2ь 

"/,г!/ш= "2%!%г% !="…= 1 2 3 2
3 3

p p p 
 .

Нетранзитивные кости
o%2!е…,!%"="ш,“ь “ "%лч*%м, м%›…% C!,-

“23C,2ь * …е2!=…ƒ,2,"…/м *%“2 м.
a3дем !=““м=2!,"=2ь …=K%!/ ,ƒ 2!е. ше-

“2,г!=……/. *%“2еL. bе!% 2…%“2, "/,г!/ш= 
Cе!"%L *%“2, 3 "2%!%L, "2%!%L 3 2!е2ьеL , 
2!е2ьеL 3 Cе!"%L !="…/ 1p , 2p  , 3p  “%%2-
"е2“2"е……%. dл  ,“*люче…,  …,чь,. C!,-
мем, ч2% …= г!=… . !=ƒ…/. *%“2еL …е м%›е2 
K/2ь %д,…=*%"/. ч,“ел. a%лее 2%г%, м%›…% 
“ч,2=2ь, ч2% "“е 18 ч,“ел !=ƒл,ч…/, = ,ме…-
…%, ч2% *=›д%е ч,“л% %2 1 д% 18 "“2!еч=е2“  
!%"…% %д,… !=ƒ. dл  C!%“2%2/ !=““3›де…,L 
%г!=…,ч,м“  ,ме……% 2=*,м, …=K%!=м,.

m=м C%…=д%K,2“  3C!%?е……% C!ед“2="л 2ь 
…=K%! *%“2еL C%“лед%"=2ель…%“2ью ,. …%ме-
!%". o%“2!%,м 2=*3ю C%“лед%"=2ель…%“2ь …= 
C!,ме!е “лед3ю?ег% …=K%!= *%“2еL (!,“. 3).
p=ƒ!е›ем !=ƒ"е!2*, …= %2дель…/е г!=…, , 
!=“C%л%›,м .2, г!=…, " “2!%*е " C%! д*е 
3K/"=…,  ч,“ел …= …,. (!,“. 4). ŠеCе!ь дл  
"/ч,“ле…,  "е!% 2…%“2еL "/,г!/ш= ч,“л= 
…= г!=… . …е …3›…/, "едь *=›д=  г!=…ь Kье2 
люK3ю г!=…ь д!3г%L *%“2,, “2% ?3ю C!="ее. 
o%.2%м3 ч,“л= …= г!=… . ƒ=ме…,м …%ме!=м, 
*%“2еL, …= *%2%!/. .2, г!=…, …=.%д 2“ . 
o%л3ч=е2“  C!ед“2="ле…,е …=K%!= *%“2еL 
C%“лед%"=2ель…%“2ью …%ме!%" .2,. *%“2еL 
(!,“. 5).

Š=*%г% C!ед“2="ле…,  д%“2=2%ч…% дл  
%C!еделе…,  "е!% 2…%“2еL 1p , 2p  , 3p . 
m=C!,ме!, ч2%K/ …=L2, p1, …=д% дл  *=›д%L 
ед,…,ц/ " C%“лед%"=2ель…%“2, …=L2, *%л,-
че“2"% д"%е*, “2% ?,. C!="ее .2%L ед,…,ц/, 
“л%›,2ь "“е .2, ч,“л= , !=ƒдел,2ь …= C!%,ƒ-
"еде…,е *%л,че“2" ед,…,ц , д"%е*: 

, , 

.

o% C!ед“2="ле…,ю “ "е!% 2…%“2 м, 1p , 
2p  , 3p  "“егд= м%›…% "%““2=…%",2ь …=K%! 

*%“2еL “ 2ем, ›е "е!% 2…%“2 м, (ед,…“2"е…-
…/L “ 2%ч…%“2ью д% Cе!е“2=…%"%* г!=…еL …= 
*=›д%L %2дель…%L *%“2,). dл  .2%г% д%“2=-
2%ч…% C!%…3ме!%"=2ь ч,“л= C!ед“2="ле…,  

“ле"= …=C!="% " C%! д*е 3K/"=…,  , …=…е“2, 
…%ме!= ед,…,ц …= г!=…, Cе!"%L *%“2,, …%ме-
!= д"%е* …= г!=…, "2%!%L , …%ме!= 2!%е* …= 
г!=…, 2!е2ьеL.

e“л, " C!ед“2="ле…,, C%ме… 2ь ме“2=-
м, “%“ед…,е …е!="…/е …%ме!=, 2% %д…= ,ƒ 
"е!% 2…%“2еL 1p , 2p  , 3p  ,ƒме…,2“  …= 
1 36 . m=C!,ме!, е“л, " C!ед“2="ле…,,, 
,ƒ%K!=›е……%м …= !,“3…*е 5, ед,…,ц= &Cе-
!еC!/г…е2[ д"%L*3 “ле"= …=C!="% (!,“.6), 
C%л3ч=2“  …%"/L …=K%! *%“2еL , …%"=  
C%“лед%"=2ель…%“2ь, " *%2%!%L *%л,че“2"% 
-!=гме…2%" 1 2    3ме…ьш,2“  …= 1 ,, ƒ…=-
ч,2, "е!% 2…%“2ь p1 3ме…ьш,2“  …= 1 36  , 
“2=…е2 !="…= 24 36 1 36 23 36  . bе!% 2-
…%“2, 2p  , 3p  C!, .2%м …е ,ƒме… 2“ .

b 2=Kл,це 1 C!,"еде…/ !еƒ3ль2=2/ "“е. 
"%ƒм%›…/. Cе!е“2=…%"%* “%“ед…,. …%ме!%".

Рис. 3. Развертки трех костей

Рис. 4

Рис. 5. Пример представления набора костей

Рис. 6

Табл. 1
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)2% %KAед,… е2 !=ƒ…е“е……/е “2%ле2, м, 
,ƒ!ече…,  3че…/.? mе3“2=……/е C%C/2*, 
…=L2, =де*"=2…/е “C%“%K/ %2!=›е…,  " 
“"%,. 2!3д=. м…%г%%K!=ƒ…%L !е=ль…%“2,, 
"/чле…,2ь " …еL гл="…/е, ƒ…=ч,м/е че!2/, 
д% "!еме…, …е %2"ле*= “ь …= "2%!%“2еCе……/е 
де2=л,. h…/м, “л%"=м, $ “м%дел,!%"=2ь 
 "ле…,  (,л, 2ел=) , C!%2е*=ю?,е " C!,!%де 
C!%це““/. Š=* !%›д=л,“ь -,*2,"…/е “3?…%-
“2,: м=2е!,=ль…=  2%ч*=, …е!=“2 ›,м=  …,2ь, 
…е"е“%м/L “2е!›е…ь, =K“%лю2…% 3C!3г,L 
3д=!, ,де=ль…=  2еCл%"=  м=ш,…=, 2%чеч…/L 
ƒ=! д, 2%…*=  л,…ƒ=…

q чем ›е м/ ,меем дел%, !еш=  ƒ=д=ч,? q 
=K“2!=*ц,еL, C%д%K,ем, 2е…ью, ",д,м%“2ью 
деL“2",2ель…%“2,, ее "%%K!=›=ем/м, ",!23-
=ль…/м C!ед“2="ле…,ем? hме……% 2=*! b%C!%“ 
" 2%м, …=“*%ль*% …=“ 3“2!=,"=е2 2% ,л, ,…%е 
C!,Kл,›е…,е * ,“2,…е, " *=*%L ме!е м/ &3.-
"=2,л,[ “32ь !=““м=2!,"=ем/. C!%Kлем. h 
.2% %2*!/"=е2 д%!%г3 дл  2"%!че“*%L !=K%2/ 
C% "/“2!=,"=…,ю K%лее "“ег% C%д.%д ?еL 
* д=……%м3 “л3ч=ю м%дел,. Š=*,е 3ме…, , 
…е“%м…е……%, "=›…/, , …е 2%ль*% " …=3*е. n"-
л=де"=L2е ,м,!

Вопросы и задачи
1. q%"ме“2,м= л, м%дель =K“%лю2…% 2"е!-

д%г% 2ел= “ -=*2%м “3?е“2"%"=…,  м=*“,-

Причиной и основанием всех ошибок 
как в физике, так и в математике является 
допущение непрерывности и бесконечно-
го деления.

Джордано Бруно

Когда мы хорошо понимаем вопрос, 
нужно освободить его от всех излишних 
представлений, свести его к простейшим 
элементам.

Рене Декарт

Алгебра щедра. Зачастую она дает боль-
ше, чем у нее спрашивают.

Жан Лерон Д’Аламбер

…физическая точка – это просто очень 
малое пятно.

Феликс Клейн

Абсолютно твердые тела, движущиеся 
по абсолютно гладкому столу, да еще в 
безвоздушном пространстве – вот исход-
ные допущения для достаточно точного 
описания игры в бильярд.

Александр Хазен

Физика – не математика, а математи-
ка – не физика. Одна помогает другой. Но 
в физике вы должны понимать связь слов 
с реальным миром.

Ричард Фейнман

А так ли хорошо знакомы вам
МОДЕЛИ и ИДЕАЛИЗАЦИИ

м=ль…%L “*%!%“2, !=“C!%“2!=…е…,  "ƒ=,м%-
деL“2",L?

2. l%›…% л, д",›е…,е ="2%м%K,л  “ %2-
“%ед,…е……/м д",г=2елем ,л, Cе!еме?е…,е 
K,ль !д…%г% ш=!= C%“ле 3д=!= *,ем “ч,2=2ь, 
*=* ч=“2% г%"%! 2, д",›е…,ем C% ,…е!ц,,?

3. mеC%д",›…/L Kл%* "/,г!/ш= " “,ле …е 
д=е2. nд…=*% …= %C/2е “,л=, 3де!›,"=ю?=  
…= …ем г!3ƒ, ме…ьше "е“= г!3ƒ=, = “,л=, C%д-
…,м=ю?=  “ ег% C%м%?ью г!3ƒ, K%льше "е“= 
г!3ƒ=. o%чем3?
4. m,›…,L *%…ец "е!2,*=ль…%L C!3›,…/ 

ƒ=*!еCле… 3 C%л=. eе м%›…% !=“2 …32ь ,л, 
“›=2ь …= %д…3 , 23 ›е "ел,ч,…3. nд,…=*%"=  
л, C!, .2%м K3де2 “%"е!ше…= !=K%2=?
5. m= *!=L =K“%лю2…% гл=д*%г% , =K“%лю2…% 

Cл%“*%г% *!3гл%г% “2%л= %“2%!%›…% C%л%›,л, 
=K“%лю2…% гл=д*,L ш=!,*. q%C!%2,"ле…,  
"%ƒд3.= …е2. n“2=…е2“  л, ш=!,* " C%*%е?
6. l ч K!%ше… "е!2,*=ль…% ""е!.. )2% 

K%льше: "!ем  C%дAем= ,л, "!ем  C=де…, ?
7. Šе……,“…/L м ч C=д=е2 …= ƒемлю “ K%льш%L 

"/“%2/ , 3C!3г% %2“*=*,"=е2. bе!…% л,, ч2% ег% 
3“*%!е…,е “!=ƒ3 C%“ле %2“*%*= !="…% g?
8. l%›е2 л, ›,д*%“2ь K/2ь ,де=ль…% %д-

…%!%д…%L?
9. o!, "/"%де 3!="…е…,L д",›е…,  “Cл%ш-

…%L “!ед/ C!едC%л=г=е2“ , ч2% "е?е“2"% 
…е“›,м=ем%е , …е" ƒ*%е. j=*%е ,ƒ .2,. 3“л%-



",L K%лее C%л…% "/C%л… е2“  дл  ›,д*%“2,; 
дл  г=ƒ=?

10. j=*%"/ г!=…,ц/ C!,ме…,м%“2, 3!="-
…е…,  2еCл%"%г% K=л=…“=, е“л, ,“.%д,2ь ,ƒ 
Cе!"%г% …=ч=л= 2е!м%д,…=м,*,?

11. b *=*,. “л% . =2м%“-е!/ "%ƒд3. Kл,›е 
* ,де=ль…%м3 г=ƒ3: 3 C%"е!.…%“2, ƒемл, ,л, 
…= K%льш,. "/“%2=.?

12. j=*,м ,де=л,ƒ,!%"=……/м м%дел м “%-
%2"е2“2"3е2 "е?е“2"% "…32!, ",д,м/. ƒ"еƒд?

13. m=C! ›е……%“2ь .ле*2!,че“*%г% C%л  !="-
…%ме!…% ƒ=! ›е……%L Cл%“*%“2, …е ƒ=",“,2 %2 
!=““2% …, . nƒ…=ч=е2 л, .2%, ч2% е“л, C%д деL-
“2",ем 2=*%г% C%л  Cе!еме?=е2“  ƒ=! д, 2% м%-
›е2 “%"е!ш,2ь“  Kе“*%…еч…% K%льш=  !=K%2=?

14. oл%“*,L *%…де…“=2%! ƒ=! ›е… д% !=ƒ…%-
“2, C%2е…ц,=л%" U , %2*люче… %2 ,“2%ч…,*=. 
mеK%льш%L ƒ=! д q Cе!е…%“,2“  “ "…еш…еL 
C%"е!.…%“2, %д…%L %K*л=д*, …= "…еш…юю 
“2%!%…3 д!3г%L &" %K.%д[ "…32!е……ег% C!%-
“2!=…“2"= *%…де…“=2%!=. a3де2 л, C!, .2%м 
“%"е!ше…= !=K%2=?

15. m=C! ›е…,е …= C%лю“=. ,“2%ч…,*= C,-
2=…,  "“егд= ме…ьше, чем ег% }dq. o%чем3?

16. q C%м%?ью &ƒ=›,г=2ель…%г% “2е*л=[ 
(“%K,!=ю?еL л,…ƒ/) м%›…% “-%*3“,!%"=2ь 
“%л…еч…/е л3ч, C!=*2,че“*, " 2%ч*3 , "/-
›,г=2ь ,м, де!е" ……3ю C%"е!.…%“2ь. bе!…% 
л, C!, .2%м , q%л…це C!,…,м=2ь ƒ= 2%чеч…/L 
,“2%ч…,* “"е2=?

17. nд,… *%…ец дл,……%L 2!3K/ ƒ=*!/2. 
n2чег% %2*!/2/L *%…ец "/гл д,2 “%"е!ше……% 
че!…/м?

Микроопыт
q %д…%L , 2%L ›е "/“%2/ %д…%"!еме……% "/-

C3“2,2е ,ƒ !3* C3“2%L , ƒ=C%л…е……/L *%!%K*, 
“C,че* " %д…%м C%л%›е…,,, …=C!,ме! Cл=ш-
м . j=*%L ,ƒ …,. 3C=де2 !=…ьше? o%чем3?

Любопытно, что...
...“=м/м "=›…/м C%“лед“2",ем 2!3д%" o,-

-=г%!= K/л% %2деле…,е -,ƒ,*, %2 м=2ем=2,*,. 
rче…/L “ч,2=л, ч2% ƒем…/е 2ел=, ,ƒ3ч=ем/е 
-,ƒ,*%L, $ г!3K/е C%д%K,  ,де=ль…/. ге%ме-
2!,че“*,. %KAе*2%". Š=*, C! м=  л,…,  $ .2% 
…е л3ч “"е2= , …е …=2 …32=  “2!3…=, = "%%K!=-
›=ем=  -,г3!=, …е ,мею?=  2%л?,…/.

 ...е?е %д,… д!е"…,L г!е* oл=2%… C!едC%-
л=г=л, ч2% "“е …=Kлюд=ем/е …=м,  "ле…,  м/ 
C%…,м=ем, 2%ль*% “!="…,"=  ,. “ 2ем, ,л, 
,…/м, ,де=ль…/м, м%дел м,.

…" “е!ед,…е XVIII "е*= K/л% %K…=!3›е…%, 
ч2% ›,д*%“2ь, %C,“/"=ем=  ƒ=*%…%м d=…,,л= 
aе!…3лл,, д%л›…= 2ечь C% 2!3K=м, …е ,“C/2/-
"=  “%C!%2,"ле…, , *=* , 2ел=, д",›3?,е“  " 
…еL !="…%ме!…% , C! м%л,…еL…%. o%“*%ль*3 
" C!,!%де 2=*%L ›,д*%“2, …е "“2!еч=е2“ , ее 
, C%,ме…%"=л, ,де=ль…%L.

 …"% м…%г,. ƒ=д=ч=. м,*!%-,ƒ,*, "ƒ=,м%-
деL“2",е м%ле*3л м%›…% "%%K?е …е 3ч,2/"=2ь 
, !=““м=2!,"=2ь ,. *=* м=2е!,=ль…/е 2%ч*,. 
}2= м%дель K/л= ""еде…= " “е!ед,…е XIX "е*= 
p3д%ль-%м jл=3ƒ,3“%м , …=ƒ"=…= &“%"е!-
ше……/м г=ƒ%м[, "C%“лед“2",, ƒ=ме…е……/м 
&,де=ль…/м г=ƒ%м[.
…t=!=деL, *%2%!%м3 м=2ем=2,че“*,L -%!-

м=л,ƒм K/л “%"е!ше……% ч3›д, C/2=л“  C%-
“2!%,2ь ч,“2% *=че“2"е……3ю м%дель  "ле…,L 
.ле*2!,че“2"= , м=г…е2,ƒм=. jлюче"/м " …еL 
“2=л% C%… 2,е &“,л%"/. л,…,L[.
…C%“лед…,е де“ 2,ле2,  %ƒ…=ме…%"=л,“ь 

!=ƒ",2,ем 3д,",2ель…%г% ,…“2!3ме…2=!, , 
C%ƒ"%л ю?ег% C%… 2ь , %2!=ƒ,2ь "=›…/е 
 "ле…,  , ƒ=*%…%ме!…%“2,, дл  *%2%!/. …е-
д%“2=2%ч…% м%делеL , ме2%д%" л,…еL…%L м=2е-
м=2,че“*%L -,ƒ,*,. nд…,м ,ƒ K=ƒ%"/. C%… -
2,L …ел,…еL…%L …=3*,, “ *%2%!%L “" ƒ/"=ю2 
…%"/L “,…2еƒ -,ƒ,*, , м=2ем=2,*,,  "л е2“  
“%л,2%… $ ч=“2,цеC%д%K…=  "%л…=.
…2!, ,ƒ че2/!е. -3…д=ме…2=ль…/. "ƒ=,м%-

деL“2",L, ,ƒ3ч=ем/. " ш*%ле C%!%ƒ…ь $ .ле*-
2!%м=г…,2…%е, “л=K%е , “,ль…%е, $ !=““м=2!,-
"=ю2“  …/…е -,ƒ,*%L " !=м*=. %K?еL q2=…-
д=!2…%L м%дел,. eе C%л%›е…,  “%гл=“3ю2“  
“ !еƒ3ль2=2=м, K%льш,…“2"= .*“Cе!,ме…2%" 
, "д%.…%"л ю2 3че…/. …= д=ль…еLш,L C%,“* 
ед,…%L 2е%!,, "“е. “,л C!,!%д/.

Что читать в «Кванте» 
о моделях и идеализациях 

(публикации последних лет)

1. &b …=ч=ле K/л% “л%"%…[ $ 2016, 1 4, “. 40; 
15/6, “. 47;
2. &d",›е…,е ="2%м%K,леL , ›,"/. “3?е“2"…[ $ 

2017, 1 1, “. 36;
3. &g=д=ч, C% -,ƒ,*е $ “м/“л 3“л%",L[ $ 2017, 

1 6, “. 34;
4. &m= 2%м “2%,м![ $ 2018, 1 5, “. 26;
5. &l%дел,, *%2%!/е м/ "/K,!=ем[ $ 2020, 1 2, 

“.24;
6. &o!%C=л= .…е!г, . œj%"=!…= B м=2е!,=ль…=  

2%ч*=[ $ 2020, 1 7, “. 34.
l=2е!,=л C%дг%2%",л `. kе%…%",ч 
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e“л, ме›д3 д"3м  ед,…,ц=м, " C!ед-
“2="ле…,, д"%е* K%льше, чем 2!%е*, 2% 
C!="3ю ед,…,ц3 м%›…% Cе!е…е“2, "Cл%2…3ю 
* ле"%L. o!, .2%м p1 3"ел,ч,2“  “,ль…ее, 
чем 3ме…ьш,2“  3p , , “3мм= "е!% 2…%“2еL 
"%ƒ!=“2е2. e“л, ме›д3 д"3м  ед,…,ц=м, " 
C!ед“2="ле…,, 2!%е* K%льше, чем д"%е*, 2% 
ле"3ю ед,…,ц3 м%›…% Cе!е…е“2, "Cл%2…3ю 
* C!="%L. h “…%"= “3мм= "е!% 2…%“2еL "%ƒ-
!=“2е2, 2=* *=* 3p  3"ел,ч,2“  “,ль…ее, чем 
3ме…ьш,2“  p1. e“л, ме›д3 д"3м  ед,…,ц=-
м, д"%е* , 2!%е* C%!%"…3, 2% люK3ю ,ƒ .2,. 
ед,…,ц м%›…% Cе!е…е“2, "Cл%2…3ю * д!3г%L 
Kеƒ ,ƒме…е…,  “3мм/ "е!% 2…%“2еL. g…=ч,2, 
" люK%м C!ед“2="ле…,, "“е ед,…,ц/ м%›…% 
“%K!=2ь " %д…3 г!3CC3 ед,…,ц, “2% ?,. 
C%д! д, …е 3ме…ьш," C!, .2%м “3мм3 "е!%-
 2…%“2еL.

}2% ›е "е!…% , дл  д"%е*, , дл  2!%е*, C%.-
2%м3 люK%е C!ед“2="ле…,е м%›…% C!е%K!=ƒ%-
"=2ь " 2!, г!3CC/ ,ƒ ,д3?,. C%д! д %д,…=*%-
"/. ц,-!, …е 3ме…ьш," “3мм3 1 2 3p p p  .
m=C!,ме!, C!ед“2="ле…,е …= !,“3…*е 5 C!е-
%K!=ƒ3е2“  " C!ед“2="ле…,е “ …е ме…ьшеL 
“3мм%L "е!% 2…%“2еL …= !,“3…*е 7.

o!ед“2="ле…, м ,ƒ 2!е. г!3CC, ,д3-
?,. " C%! д*е 2 3 1  , 3 1 2   ,л, 
1 2 3   (*=* …= !,“3…*е 7), “%%2"е2“2"3-
е2 “3мм= "е!% 2…%“2еL 2. dл  %“2=ль…/. 
“л3ч=е" “3мм= "е!% 2…%“2еL !="…= 1. bƒ " 
люK/е 2!, *%“2,, м/ м%›ем C!е%K!=ƒ%"=2ь 
,. C!ед“2="ле…,е " C!ед“2="ле…,е ,ƒ 2!е. 
г!3CC “ “3мм%L "е!% 2…%“2еL …е K%льше 
д"3.. Š=* *=* C!, C!е%K!=ƒ%"=…,, “3мм= "е-
!% 2…%“2еL …е 3ме…ьш=е2“ , дл  люK/. 2!е. 
*%“2еL "е!…% …е!="е…“2"% 1:

       1 2 3 2p p p   .            (2)

dл  …е2!=…ƒ,2,"…/. *%“2еL "е!…= %це…*= 
“,ль…ее.
Šе%!ем=. dл  2!е. ше“2,г!=……/. …е-

2!=…ƒ,2,"…/. *%“2еL "/C%л… е2“  …е!=-
"е…“2"% 

     
1 2 3

17
9

p p p   .             (3)

dл  д%*=ƒ=2ель“2"= …=м C%…=д%K,2“  
!=ƒл,ч=2ь C!ед“2="ле…,  C% *%л,че“2"3 

1 dл  N *%“2еL, ,г!=ю?,. д!3г “ д!3г%м C% 
*!3г3, “3мм= "е!% 2…%“2еL …е C!е"%“.%д,2 N $ 1.

,д3?,. C%д! д г!3CC %д,…=*%"/. ч,“ел. 
b 2=Kл,це 2 C!,"еде… C!,ме! C!ед“2="ле-
…, , “%де!›=?ег% C 2ь г!3CC.

m=ƒ%"ем C!ед“2="ле…,е (, “%%2"е2“2"3-
ю?,L …=K%!) %C2,м=ль…/м 2, е“л, “3мм3 
"е!% 2…%“2еL …ельƒ  3"ел,ч,2ь, C%ме… " 
ме“2=м, д"= *=*,.-…,K3дь “%“ед…,. …%ме!=. 
b %C2,м=ль…%м C!ед“2="ле…,, …е "“2!еч=-
ю2“  -!=гме…2/ 2 1   , 3 2    , 1 3   . dеL-
“2",2ель…%, е“л, *=*= -…,K3дь ,ƒ .2,. C=! 
е“2ь, …%ме!= " …еL м%›…% C%ме… 2ь ме“2=м,, 
C!, .2%м %д…= ,ƒ "е!% 2…%“2еL 1p , 2p  , 3p  
3"ел,ч,2“  …= 1 36 .

kюK%е C!ед“2="ле…,е м%›…% “дел=2ь %C-
2,м=ль…/м, ме…   ме“2=м, …%ме!= " C=!=. 
2 1   , 3 2    , 1 3   , C%*= …, %д…%L 2=*%L 

C=!/ …е %“2=…е2“ . o!, .2%м …, %д…= ,ƒ 
"е!% 2…%“2еL 1p , 2p  , 3p  …е 3ме…ьш,2“  , 
"е!…% “лед3ю?ее 32"е!›де…,е. 
r2"е!›де…,е 1. dл  люK%г% …=K%!= *%-

“2еL “ "е!% 2…%“2 м, 1p , 2p  , 3p  “3-
?е“2"3е2 %C2,м=ль…/L …=K%! “ "е!% 2-
…%“2 м, 1p , 2p  , 3p  2=*%L, ч2% p ́1  p1, 
p2́  p2 , p3́  p3.

n2“юд= “лед3е2, ч2% дл  люK%г% …е2!=…-
ƒ,2,"…%г% …=K%!= *%“2еL …=Lде2“  %C2,м=ль-
…/L …е2!=…ƒ,2,"…/L …=K%! “ …е ме…ьшеL 
“3мм%L "е!% 2…%“2еL 1 2 3p p p  . 

dл  д%*=ƒ=2ель“2"= 2е%!ем/ …=м C%…=д%-
K 2“  …е“*%ль*% "“C%м%г=2ель…/. 32"е!›-
де…,L.
r2"е!›де…,е 2. dл  люK%г% %C2,м=ль-

…%г% …=K%!= ,ƒ 2!е. *%“2еL “ ч,“л%м г!3CC 
3n   " C!ед“2="ле…,, …=Lде2“  %C2,-

м=ль…/L …=K%! ,ƒ 2!е. *%“2еL “ ч,“л%м 
г!3CC 1n   , …е ме…ьшеL “3мм%L "е!% 2…%-
“2еL 1 2 3p p p  .

Šем “=м/м, “ 3"ел,че…,ем ч,“л= г!3CC 
м=*“,м=ль…% "%ƒм%›…=  “3мм= "е!% 2…%“2еL 
%C2,м=ль…%г% …=K%!= *%“2еL …е "%ƒ!=“2=е2.
r2"е!›де…,е 3. l=*“,м=ль…=  “3мм= 

"е!% 2…%“2еL дл  %C2,м=ль…%г% …=K%!= ,ƒ 
2!е. ше“2,г!=……/. *%“2еL “ *%л,че“2"%м 
г!3CC K%льше C 2, !="…= 67 36 .
r2"е!›де…,е 4. b C!ед“2="ле…,, люK%г% 

…=K%!= ,ƒ 2!е. …е2!=…ƒ,2,"…/. *%“2еL …е 
ме…ее 5 г!3CC.

2 Šе!м,… ƒ=,м“2"%"=… ,ƒ “2=2ь, [1].

Рис. 7. Представление из трех групп цифр Табл. 2
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r2"е!›де…,е 5. l=*“,м=ль…=  “3мм= 
"е!% 2…%“2еL дл  2!е. …е2!=…ƒ,2,"…/. 
ше“2,г!=……/. *%“2еL “ C!ед“2="ле…,ем ,ƒ 
C 2, г!3CC !="…= 17 9 .
d%*=ƒ=2ель“2"% 2е%!ем/. b%ƒьмем C!%-

,ƒ"%ль…/L …е2!=…ƒ,2,"…/L …=K%! ,ƒ 2!е. 
ше“2,г!=……/. *%“2еL. qдел=ем, е“л, …3›-
…%, ег% C!ед“2="ле…,е %C2,м=ль…/м, ме…   
ме“2=м, …%ме!= "% -!=гме…2=. 2 1   , 3 2    
, 1 3   . o!, .2%м …е2!=…ƒ,2,"…%“2ь “%.!=-
…,2“ , “3мм= "е!% 2…%“2еL м%›е2 2%ль*% 
3"ел,ч,2ь“ . b C%л3че……%м %C2,м=ль…%м 
…е2!=…ƒ,2,"…%м …=K%!е ме…ьше C 2, г!3CC 
K/2ь …е м%›е2 (32"е!›де…,е 4). e“л, г!3CC 
!%"…% 5, 2% “3мм= "е!% 2…%“2еL …е K%льше 
чем 17 9  (32"е!›де…,е 5). e“л, г!3CC 
K%льше C 2,, 2% “3мм= "е!% 2…%“2еL …%"%г% 
…=K%!= …е K%льше чем 67 36  (32"е!›де…,е 
3), = .2% ме…ьше чем 17 9 .

l/ "ƒ л, C!%,ƒ"%ль…/L …е2!=…ƒ,2,"…/L 
…=K%! ,ƒ 2!е. ше“2,г!=……/. *%“2еL, C!е%K-
!=ƒ%"=л, ег%, …е 3ме…ьш," “3мм3 "е!% 2…%-
“2еL, C!, .2%м .2= “3мм= %*=ƒ=л=“ь …е K%ль-
ше 17 9 . g…=ч,2, 3 люK/. …е2!=…ƒ,2,"…/. 
*%“2еL “3мм= "е!% 2…%“2еL …е K%льше 17 9 .

l=*“,м=ль…% "%ƒм%›…=  “3мм= "е!% 2…%-
“2еL 17 9  д%“2,г=е2“  дл  …е2!=…ƒ,2,"…/. 
*%“2еL …= !,“3…*е 1. e“л, C!, ,г!е " 2!, …е-
2!=…ƒ,2,"…/е ше“2,г!=……/е *%“2, Cе!"/L 
,г!%* "/K,!=е2 *%“2ь “л3ч=L…%, = "2%!%L 
,г!=е2 …=,л3чш,м %K!=ƒ%м, 2% "е!% 2…%“2ь 
"/,г!/ш= "2%!%г% …е C!е"/ш=е2

1 2 3 17
3 27

p p p 
 .

Доказательства утверждений 2–5
m=ч,…=  “ .2%г% м%ме…2=, K3дем дл  C!%“2%-

2/ , %C!еделе……%“2, “ч,2=2ь, ч2% …=,K%льшее 
ч,“л% ,ƒ "“2!еч=ю?,.“  " …=K%!е *%“2еL …=-
.%д,2“  …= *%“2, …%ме! 1. Š%гд= "“е "%ƒм%›-
…/е C!ед“2="ле…,  …=ч,…=ю2“  “ ед,…,ц/, 
= " %C2,м=ль…/. C!ед“2="ле…, . г!3CC/ че-
!ед3ю2“  " C%! д*е 12312312…, где ц,-!= 1 
%ƒ…=ч=е2 г!3CC3, “%“2% ?3ю ,ƒ ед,…,ц, , 2.д.
d%*=ƒ=2ель“2"% 32"е!›де…,  2. b %C2,-

м=ль…%м C!ед“2="ле…,, !=““2=",м “*%K*,, 

ƒ=*люч," " …,. -!=гме…2/, “%“2% ?,е ,ƒ 
2!е. C%“лед%"=2ель…/. г!3CC (123), , C%-
“лед…,L -!=гме…2 ,ƒ %д…%L ,л, д"3. г!3CC, 
е“л, %… е“2ь. o%л3ч=е2“  %д…% ,ƒ 2!е. !=ƒ-
K,е…,L:

(123)(123)…(123), 
(123)(123)…(123)(12),
(123)(123)…(123)(1). 

nK%ƒ…=ч,м че!еƒ jx , jy  , jz  Cе!"3ю, 
"2%!3ю , 2!е2ью г!3CC/ " j-L “*%K*е. }2, 
%K%ƒ…=че…,  K3дем C!,ме… 2ь …е 2%ль*% дл  
“=м,. г!3CC, …% , дл  ,. дл,…, C%“*%ль*3 
C32=…,ц/ ƒде“ь …е "%ƒ…,*…е2. b 2=Kл,це 3 
C%*=ƒ=… C!,ме!. nC2,м=ль…%е C!ед“2="ле-
…,е м%›…% ƒ=C,“=2ь " ",де C%“лед%"=2ель…%-
“2, дл,… г!3CC 1 1 1 2 2 2x y z x y z   p=““м%2!,м 
2!, “л3ч=  " ƒ=",“,м%“2, %2 2%г%, *=*%L 
г!3CC%L %*=…ч,"=е2“  C!ед“2="ле…,е.
qл3ч=L 1. o!ед“2="ле…,е %*=…ч,"=е2“  

г!3CC%L z: 1 1 1 2 2 2 k k kx y z x y z x y z , %K?ее ч,“-
л% г!3CC !="…% n k , где 2k  .

=) e“л, 1 1x y  2% x2 + x3 + ... + xk  
 y2 + y3 + ... + yk. oе!е…е“ем г!3CC3 kz  "ле-

"%, %KAед,…,м ее “ г!3CC%L 1z  , %KAед,…е…-
…3ю г!3CC3 “…%"= …=ƒ%"ем 1z :
x1y1z1zk x2y2z2 ... xkyk  

x1y1z1x2y2 ... xkyk.

o%л3ч,2“  %C2,м=ль…/L …=K%! “ …е ме…ьшеL 
“3мм%L "е!% 2…%“2еL , *%л,че“2"%м г!3CC 

1n  . q3мм= "е!% 2…%“2еL …е 3ме…ьш=е2-
“ , 2=* *=* *=›д=  2!%L*= ,ƒ “=м%L C!="%L 
г!3CC/ &Cе!еш=г,"=е2[, д",г= “ь “C!="= 
…=ле"%, …е ме…ьше ед,…,ц, чем д"%е*. g…=-
ч,2, "е!% 2…%“2ь 3p  "/!%“л= …е ме…ьше, 
чем 3ме…ьш,л=“ь "е!% 2…%“2ь 2p .

K) e“л, 1 1x y , 2% Cе!е…е“ем kz  ,ƒ *%…ц= 
" …=ч=л% C!ед“2="ле…, :

1 1 1 2 2 2k k kz x y z x y z x y .

o!ед“2="ле…,е %“2=е2“  %C2,м=ль…/м, ч,“-
л% г!3CC …е ,ƒме…,л%“ь. q3мм= "е!% 2-
…%“2еL 2%›е …е ,ƒме…,л=“ь, 2=* *=* "е-
!% 2…%“2ь 3p  "/!%“л= !%"…% …= “2%ль*%, 
…= “*%ль*% 3ме…ьш,л=“ь "е!% 2…%“2ь 2p .
ŠеCе!ь Cе!"%L %*=ƒ=л=“ь г!3CC= 2!%е*. 

Табл. 3

l ` Š e l ` Š h ) e q j h i  j p rf n j



j b ` m T 2 0 2 1 / 1 1 036
0,*л,че“*, Cе!е,ме…3ем *%“2, (,, “2=л% 
K/2ь, г!3CC/) , “…%"= C%л3ч,м C!ед“2="ле-
…,е 1 1 1 2 2 2 k k kx y z x y z x y z .

a3дем C%"2%! 2ь .23 C!%цед3!3 д% 2е. 
C%!, C%*= …= *=*%м-2% ш=ге …е %*=›е2“ , 
ч2% 1 1x y , = .2% %K ƒ=2ель…% C!%,ƒ%Lде2: 
…е"%ƒм%›…%, ч2%K/ K/л% 1 1 1x y z    

1 1 1 1k k kx y z x      . j%гд= "/C%л…,2-
“  3“л%",е 1 1x y , C!,ме…,м C!%цед3!3 ,ƒ 
C3…*2= =) , C%л3ч,м %C2,м=ль…/е *%“2, “ 
*%л,че“2"%м г!3CC 1n   , “3мм%L "е!% 2…%-
“2еL …е ме…ьшеL, чем K/л=.
qл3ч=L 2. o!ед“2="ле…,е %*=…ч,"=е2“  

г!3CC%L .: 1 1 1 2 2 2 1kx y z x y z x  , %K?ее ч,“л% 
г!3CC !="…% 3 1n k  , где 1k  .

b .2%м “л3ч=е ме›д3 г!3CC=м, 1x  , 1kx   
…=.%д,2“  C%!%"…3 д"%е* , 2!%е*, C%.2%м3 
г!3CC3 1kx   м%›…% Cе!е…е“2, "ле"% , %KA-
ед,…,2ь “ г!3CC%L 1x  Kеƒ ,ƒме…е…,  “3мм/ 
"е!% 2…%“2еL:

.
o%“ле “л, …,  1x  , 1kx   " %д…3 …%"3ю 
г!3CC3 1x  C%л3ч=е2“  %C2,м=ль…/L …=K%! 
*%“2еL, где “3мм= "е!% 2…%“2еL C!е›…  , = 
ч,“л% г!3CC !="…% 1n  .
qл3ч=L 3. o!ед“2="ле…,е %*=…ч,"=е2“  

г!3CC%L 3: 1 1 1 2 2 2 1 1k kx y z x y z x y  , %K?ее 
ч,“л% г!3CC !="…% 3 2n k  , где 1k  .

lе›д3 г!3CC=м, 1y  , 1ky   ƒ=*люче…/ 
"“е г!3CC/ z , "“е г!3CC/ x, *!%ме 1x . 
o%.2%м3 ед,…,ц ме›д3 1y  , 1ky   ме…ьше, 
чем 2!%е*. oе!е…е“ем г!3CC3 1ky   "ле"% , 
“%льем “ г!3CC%L 1y :

.
o%л3ч=е2“  %C2,м=ль…/L …=K%! ,ƒ 1n   
г!3CC, = “3мм= "е!% 2…%“2еL "/!%“л=.

b“е “л3ч=, ,“че!C=…/. r2"е!›де…,е д%-
*=ƒ=…%.
d%*=ƒ=2ель“2"% 32"е!›де…,  3. b…=-

ч=ле д%*=›ем, ч2% дл  2!е. %C2,м=ль…/. 
ше“2,г!=……/. *%“2еL “ ше“2ью г!3CC=м, " 
C!ед“2="ле…,, м=*“,м=ль…=  “3мм= "е!% 2-
…%“2еL !="…= 67 36 .

b %C2,м=ль…%м C!ед“2="ле…,, г!3CC/ че-
!ед3ю2“  " C%! д*е 123123. nK%ƒ…=ч,м дл,-
…/ Cе!"/. 2!е. г!3CC x, y , z. Š%гд= дл,…/ 
"“е. ше“2, C%“лед%"=2ель…% !=“C%л%›е……/. 
г!3CC !="…/    , , , 6 , 6x y z x y   ,  6 z .
b“е г!3CC/ …е C3“2/е: 1 5x  , 1 5y  ,
1 5z  , C%.2%м3 

   

   

 

1

2

3

6 6 6 36 6
,

36 36
6 6 6 36 6

,
36 36

6 6
.

36 36

x x y y xy
p

y y z z xy
p

z x z zx
p

    
 


    

 

  

 


q3мм= "е!% 2…%“2еL !="…=
 

1 2 3
6

2
36

y z x zx
R p p p

  
     .

p=““м%2!,м 2!, “л3ч=  " ƒ=",“,м%“2, %2 
ƒ…=*= "/!=›е…,  6z x  .
qл3ч=L 1: 6 0z x   . Š%гд= R !=“2е2 

“ !%“2%м y, C%.2%м3 м=*“,м3м K3де2 C!, 
y = 5. oе!еK%!%м "%ƒм%›…/. ƒ…=че…,L x , 
z …=Lдем …=,K%льшее ƒ…=че…,е "/!=›е…,  
5 5 30z x zx    (2=Kл. 4). o%“*%ль*3 "/-
!=›е…,е “,мме2!,ч…%, м%›…% “ч,2=2ь, ч2% 
x z .
qл3ч=L 2: 6 0z x   . m=,K%льшее ƒ…=-

че…,е "/!=›е…,  zx  !="…% 5  , д%“2,г=-
е2“ , …=C!,ме!, C!, 1x  , 5z  .
qл3ч=L 3: 6 0z x   . Š%гд= R 3K/"=е2 

“ !%“2%м y, C%.2%м3 …=,K%льшее ƒ…=че…,е R 
C!,…,м=е2 C!, 1y  . m=Lдем …=,K%льшее 
ƒ…=че…,е "/!=›е…,  6z x zx    Cе!еK%-
!%м (2=Kл. 5). q…%"= C%льƒ3 “ь “,мме2!,еL, 
%г!=…,ч,м“  3“л%",ем x z .

b% "“е. 2!е. “л3ч= . …=,K%льшее ƒ…=че-
…,е R !="…%

5 67
2

36 36
  .

b “%%2"е2“2",, “ 32"е!›де…,ем 2 “3мм= 
"е!% 2…%“2еL %C2,м=ль…/. …=K%!%" *%“2еL 
…е "%ƒ!=“2=е2 “ !%“2%м ч,“л= г!3CC. g…=ч,2, 
“3мм= "е!% 2…%“2еL "/,г!/ш= %C2,м=ль…/. 
*%“2еL “ C!ед“2="ле…,ем ,ƒ ше“2, , K%лее 
г!3CC …е C!е"%“.%д,2 67 36 . r2"е!›де…,е 
д%*=ƒ=…%.

Табл. 4

Табл. 5
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d%*=ƒ=2ель“2"% 32"е!›де…,  4 (.2% д%-
*=ƒ=2ель“2"% !=K%2=е2 дл  *%“2еL “ C!%,ƒ-
"%ль…/м *%л,че“2"%м г!=…еL). lе…ьше 2!е. 
г!3CC K/2ь …е м%›е2, 2=* *=* *%“2еL 2!,. 
e“л, г!3CC 2!,, 2% “=м=  C!="=  …е Kье2 …,-
*=*3ю д!3г3ю: 3 0p  , , C%.2%м3 …=K%! …е 
 "л е2“  …е2!=…ƒ,2,"…/м.

o!едC%л%›,м, ч2% г!3CC че2/!е. o!ед-
“2="ле…,е Kеƒ %г!=…,че…,  %K?…%“2, …=-
ч,…=е2“  “ ед,…,ц/, , ƒ=*=…ч,"=2ь“  %…% 
д%л›…% 2%›е ед,…,цеL, C%“*%ль*3 " C!%-
2,"…%м “л3ч=е *%“2ь 3 …е м%›е2 "/,г!/-
"=2ь 3 *%“2, 1. o%л3ч=е2“  ед,…“2"е……=  
"%ƒм%›…=  C%“лед%"=2ель…%“2ь г!3CC 1231 
(2=Kл. 6).

Табл. 6

nK%ƒ…=ч,м *%л,че“2"= г!=…еL 3 *%“2еL 1, 
2 , 3, “%%2"е2“2"е……%, N1, N2 , N3, = че!еƒ 
1x , 1y , 1z , 2x  $ дл,…/ г!3CC “ Cе!"%L C% 

че2"е!23ю. Š%гд= 
1 1 1 2 1 2 3 2

1 3
1 2 3 1 1 2 3 1

x y z x x N N x
p p

N N N N N N N N
     

1 2 1

1 1

1
x x N

N N


   .

p=ƒ 2=*, 2% ч,“л= 1p  , 2p  …е м%г32 %д…%"!е-
ме……% K/2ь K%льше 0,5, = .2% C!%2,"%!еч,2 
…е2!=…ƒ,2,"…%“2,.

Š=*,м %K!=ƒ%м, дл  …е2!=…ƒ,2,"…%“2, 
…е%K.%д,м% …е ме…ьше C 2, г!3CC. r2"е!›-
де…,е д%*=ƒ=…%.
d%*=ƒ=2ель“2"% 32"е!›де…,  5. e“л, 

C!ед“2="ле…,е ,ƒ C 2, г!3CC ƒ=д=е2 …е2!=…-
ƒ,2,"…/е *%“2, “ м=*“,м=ль…%L “3мм%L 
"е!% 2…%“2еL, 2% .2% C!ед“2="ле…,е %C2,-
м=ль…%е: г!3CC/ “лед3ю2 " C%! д*е 12312. 

nK%ƒ…=ч,м дл,…/ Cе!"/. д"3. г!3CC x , 
y. rч,2/"= , ч2% “!ед…   г!3CC= “%де!›,2 
"“е ше“2ь г!=…еL, дл,…/ г!3CC " C%! д*е 
,. “лед%"=…,  !="…/    , , 6, 6 , 6x y x y  .
o%л3ч=ем 

   

 

1

2

3

6 6 6
,

36
6
,

36
6 6

,
36

x x y
p

y
p

x
p

  



 

 




,

,л,

1

2

3

6
1 ,

36

,
6

1 .
6

y xy
p

y
p

x
p

  

 



 
r“л%",  …е2!=…ƒ,2,"…%“2, *%“2еL 1

1
1

2
p  ,

2
1

1
2

p   , 3
1

1
2

p   "/C%л… ю2“ , е“л,:

18 6 0,

3,

3.

y xy

y

x

  
 
 

o!%"е!,м "/C%л…е…,е .2,. 3“л%",L C!, 
"“е. "%ƒм%›…/. ., 3 (2=Kл. 7). eд,…“2"е…-
…%е !еше…,е 2x  , 4y  . o!, .2%м

 
1 2 3

6 2 2 17
2 2

36 36 9
x y

p p p
 

       .

r2"е!›де…,е д%*=ƒ=…%.

Табл. 7

Максимальная сумма вероятностей 
для трех N-гранных костей

r2"е!›де…,  3 , 5 м%›…% %K%K?,2ь …= 
“л3ч=L 2!е. *%“2еL “ N г!=… м, *=›д= . 3
r2"е!›де…,е 3. l=*“,м=ль…=  “3мм= "е!%-

 2…%“2еL дл  %C2,м=ль…%г% …=K%!= ,ƒ 2!е. 
*%“2еL c N г!=… м, *=›д=  , “ *%л,че“2"%м 
г!3CC " C!ед“2="ле…,, K%льше C 2, !="…= 

2
1

2
N

N


 .

r2"е!›де…,е 5. l=*“,м=ль…=  “3мм= "е!%-
 2…%“2еL дл  2!е. …е2!=…ƒ,2,"…/. *%“2еL 
“ N г!=… м, *=›д=  , “ C!ед“2="ле…,ем 
,ƒ C 2, г!3CC !="…=

2
2

2
N

N


  дл  че2…/. 6N  ;

2
1

2
2
N

N


  дл  …ече2…/. 3N  .

3 gде“ь C!=",ль…ее г%"%!,2ь % !3ле2*=..

l ` Š e l ` Š h ) e q j h i  j p rf n j



dл  N = 4 …е2!=…ƒ,2,"…/. *%“2еL “ C!ед-
“2="ле…,ем ,ƒ C 2, г!3CC …е “3?е“2"3е2.

d%*=ƒ/"=ю2“  .2, %K%K?е……/е 32"е!›де-
…,  =…=л%г,ч…% “л3ч=ю N = 6, 2%ль*% "%ƒ-
!=“2=е2 2е.…,че“*=  “л%›…%“2ь C!, …=.%›-
де…,, м=*“,м3м%" "/!=›е…,L. ),2=2ель 
м%›е2 C%C!%K%"=2ь “дел=2ь “%%2"е2“2"3ю?,е 
!=“че2/ “=м%“2% 2ель…%.

ŠеCе!ь 2е%!ем3 % м=*“,м=ль…%L “3мме "е-
!% 2…%“2еL дл  2!е. …е2!=…ƒ,2,"…/. *%“2еL 
м%›…% “-%!м3л,!%"=2ь 2=*:
Šе%!ем= дл  N-г!=……/. *%“2еL. dл  2!е. 

…е2!=…ƒ,2,"…/. *%“2еL “ N г!=… м, *=›д=  
"/C%л… ю2“  …е!="е…“2"=

1 2 3 2
2

2
N

p p p
N


     дл  че2…/. 6N  ;

Табл. 8

 

дл  …ече2…/. 3N  .

M=*“,м=ль…=  “3мм= "е!% 2…%“2еL д%“2,-
г=е2“  дл  %C2,м=ль…/. …=K%!%" *%“2еL “ 
C!ед“2="ле…,ем ,ƒ C 2, г!3CC , дл,…=м, 
г!3CC, C%*=ƒ=……/м, " 2=Kл,це 8.

k,2е!=23!=
1. h.h.a%гд=…%". mе2!=…ƒ,2,"…/е !3ле2*,. $ 

l=2ем=2,че“*%е C!%“"е?е…,е, “е!. 3, "/C. 14, 
“. 240$255. 

2. l.c=!д…е!. mе2!=…ƒ,2,"…/е C=!=д%*“/.  $ 
b *…,ге &o32еше“2",е "% "!еме…,[. $ l.: l,!, 
1990.

mед="…% " !ед=*ц,ю …=шег% ›3!…=л= C!,-
шл% 2=*%е C,“ьм%.

r"=›=ем/е *"=…2%"ц/!
p,“*…3 C!едл%›,2ь "=м lе2!,че“*,L *!%“-

“"%!д $ .д=*3ю “л%"е“…3ю ,г!3-ƒ=г=д*3, " *%2%-
!%L "“е ƒ=ш,-!%"=……/е 2е!м,…/ ,мею2 %K?,L 
*%!е…ь (,л, %д,… ,ƒ *%!…еL) &ме2![.

n2меч3, ч2% ,ме……% C%д "л, …,ем &j"=…2=[ " 
д=ле*,е 1970-е  , “2!=“2…/L C%*л%……,* г3м=…,-
2=!…/. …=3*, %2д=л C!едC%ч2е…,е 2е.…,че“*%м3 
"3ƒ3 $ j,е"“*%м3 C%л,2е.…,че“*%м3 ,…“2,2323 
("/K!=" “Cец,=ль…%“2ь, где г%“C%д“2"%"=л, 2е!-
м%ме2!/ , *=л%!,ме2!/).

q"%ю …еC!%д%л›,2ель…3ю C!=*2,че“*3ю ,…›е-
…е!…%-2е.…,че“*3ю де 2ель…%“2ь “" ƒ=л “ %2!=“-
лью, где "л=“2"%"=л, м=…%ме2!/ , д%ƒ,ме2!/ $ 

…= м%…2=›е 4-г% , 5-г% .…е!г%Kл%*%" )`}q , 
л,*",д=ц,, C%“лед“2",L )е!…%K/ль“*%L ="=!,,.

o%“ле .2%г% C!,%K?,л“  * “%д!3›е“2"3 C!%-
-е““,%…=ль…/. C%ч,2=2елеL м,лл,ме2!%"*, $ " 
C!%е*2…%м ,…“2,232е &j,е"“*,L C!%м“2!%LC!%-
е*2[. g=2ем …= д"= де“ 2,ле2,  “ г%л%"%L 3шел 
" “-е!3, где " K%льш%L че“2, г%“C%д“2"%"=л, 
%д,……=дц=2,ме2!%"/L , “2%ме2!%"*=, $ " “C%!-
2,"…3ю ›3!…=л,“2,*3.

h "%2 3›е C%л"е*= .!=…ю "е!…%“2ь *!%““"%!д,-
“2,*е. x32*= “*=ƒ=2ь $ м%L Cе!"/L *!%““"%!д " 
&j"=…2е[ K/л …=Cеч=2=… е?е " 1979 г%д3.

q 3"=›е…,ем, b.g=*!е"“*,L

}2%2 *!%““"%!д м/ C3Kл,*3ем …= 4-L “2!=-
…,це %Kл%›*, …=шег% ›3!…=л=.

m`l ohxrŠ

m`l ohxrŠ
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Международная физическая олимпиада
lе›д3…=!%д…=  %л,мC,=д= C% -,ƒ,*е 2021 

г%д= C!%.%д,л= " !=“C!еделе……%м -%!м=2е, , 
ее %!г=…,ƒ=2%!%м K/л b,ль…ю““*,L 3…,"е!“,-
2е2 (k,2"=). b %л,мC,=де C!,…,м=л, 3ч=“2,е 
76 “2!=….

q 17 C% 24 ,юл  …= K=ƒе l%“*%"“*%г% -,ƒ,-
*%-2е.…,че“*%г% ,…“2,232= “%“2% л,“ь 2е%!е-
2,че“*,L , .*“Cе!,ме…2=ль…/L 23!/, = 2=*›е 
це!ем%…,, %2*!/2, , ƒ=*!/2,  , *3ль23!…/е 
ме!%C!, 2, . dл  “%.!=…е…,  !е›,м= “е*!е2-
…%“2, !3*%"%д,2ел, *%м=…д/ p%““,, (`. b%-
!%…%", l. n“,…, b. xе"че…*%, ~. q*=*%", 
t. 0/K!%" , `. o,*=л%") K/л, !=ƒ%K?е…/ 
“% ш*%ль…,*=м, “ Cе!"%г% ›е д…  %л,мC,=д/ 
, !=K%2=л, …=д Cе!е"%д%м ƒ=д=…,L , =Cелл -
ц,еL ,ƒ %2ел  " d%лг%C!3д…%м. x*%ль…,*, 
C!, .2%м ƒ=!=…ее “д=л, “"%, “!ед“2"= “" ƒ, 
(2еле-%…/, Cл=…ше2/, …%32K3*,) , …= че2/!е 
д…  K/л, %2%!"=…/ %2 ц,-!%"%г% м,!= (2=*%" 
!егл=ме…2 , .2,*= %л,мC,=д/).

u%2ел%“ь K/ %2ме2,2ь .*“Cе!,ме…2=ль-
…/L 23!: д=›е " 3“л%", . !=“C!еделе……%L 
%л,мC,=д/ %… K/л …е “,м3л ц,%……/м, …е 
C“е"д%.*“Cе!,ме…2=ль…/м, = …=“2% ?,м $ “ 
%K%!3д%"=…,ем, ,ƒме!е…, м, , %K!=K%2*%L 
д=……/. …= Cл=…ше2е. n!г*%м,2е2 %л,мC,=-
д/ че!еƒ C%“%ль“2"% k,2%"“*%L !е“C3Kл,*, 
д%“2=",л " p%““,ю C%л…/е *%мCле*2/ .*“-
Cе!,ме…2=ль…%г% %K%!3д%"=…, !

o% ,2%г=м д"3. 23!%" %л,мC,=д/ "“е …=ш, 
ш*%ль…,*, $ l=2"еL j… ƒе" (l%“*%"“*=  
%Kл=“2ь), m,*%л=L j%…%…е…*% (l%“*"=), `!-
2ем,L m%",*%" (l%“*"=), dе…,“ h“м=г,л%" 
(l%“*%"“*=  %Kл=“2ь), d=…,л= q=м%дел-
*,… (l%“*"=) $ ƒ="%е"=л, ƒ%л%2/е мед=л,, 
2!е…е!“*%м3 ш2=K3 д=›е …е C%2!еK%"=л%“ь 
=Cелл,!%"=2ь. o%ƒд!=",2ель…/е 2елег!=мм/ 
" =д!е“ ƒ%л%2/. мед=л,“2%" %л,мC,=д/ …=-
C!=",л, o!еƒ,де…2 p%““,L“*%L tеде!=ц,, 
b.o32,… , C!ед“ед=2ель o!=",2ель“2"= p%“-
“,L“*%L tеде!=ц,, l l,ш3“2,…. o% ,2%г=м 
%л,мC,=д/ ш*%ль…,*, (3›е “23де…2/), ,. 
л,ч…/е 2!е…е!/ , 2!е…е!“*,L ш2=K “K%!-
…%L “2=…32 л=3!е=2=м, C!ем,, o!еƒ,де…2= 
p%““,L“*%L tеде!=ц,, , C%л3ч=2 де…е›…%е 
"%ƒ…=г!=›де…,е.

t%!м,!%"=…,е , C%дг%2%"*= “K%!…%L *%м=…-
д/ …= ме›д3…=!%д…3ю %л,мC,=д3 $ *%мCле*“-
…/L , “л%›…/L C!%це““, C%.2%м3 .%2ел%“ь 
K/ "/!=ƒ,2ь Kл=г%д=!…%“2ь l,…,“2е!“2"3 
C!%“"е?е…,  p%““,L“*%L tеде!=ц,,, nK!=ƒ%-
"=2ель…%м3 це…2!3 &q,!,3“[ , l%“*%"“*%м3 
-,ƒ,*%-2е.…,че“*%м3 ,…“2,2323 ƒ= "“е“2%!%…-
…юю C%м%?ь , C%дде!›*3 " .2%м "=›…%м дл  
…=шеL “ "=м, “2!=…/ деле.

m,›е C!,"%д 2“  3“л%",  ƒ=д=ч 2е%!е2,че-
“*%г% 23!= %л,мC,=д/.

Команда России (слева направо): А. Новиков, Н. Кононенко, Д. Исмагилов, М. Князев, Д.Самоделкин
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Теоретический тур

Задача 1. Планетарная физика (10 K=лл%")

}2= ƒ=д=ч= “%“2%,2 ,ƒ д"3. …еƒ=",“,м/. 
ƒ=д=ч C!% …ед!= Cл=…е2. }--е*2/ *!,",ƒ…/ 
C%"е!.…%“2, Cл=…е2/ 3ч,2/"=2ь …е …=д%. 
b=м м%›е2 C%…=д%K,2ь“  -%!м3л=

 1 1x x    , где 1x  .

)=“2ь A. q!ед,……%-%*е=…,че“*,L .!еKе2 
(5 K=лл%")

p=““м%2!,м K%льш%L “%“3д “ "%д%L, *%2%-
!/L …=.%д,2“  " %д…%!%д…%м г!=",2=ц,%…-
…%м C%ле “ 3“*%!е…,ем “"%K%д…%г% C=де…,  g. 
d"е C! м%3г%ль…/е C=!=ллель…/е д!3г д!3-
г3 "е!2,*=ль…/е Cл=“2,…/ "“2="ле…/ " “%“3д 
2=*, ч2% …,*=*=  ›,д*%“2ь …е м%›е2 ".%д,2ь 
,л, "/.%д,2ь ,ƒ ƒ=ƒ%!= ме›д3 2%!ц=м, Cл=-
“2,… , “2е…*=м, “%“3д=. j=›д=  Cл=“2,…= C%-
г!3›е…= " "%д3 …= гл3K,…3 h (!,“.1). p=ƒме! 
Cл=“2,… C% %“, y !="е… l. oл%2…%“2ь "%д/ .
 l=“л% Cл%2…%“2ью  ( ) ƒ=л,"=е2“  " 
C!%“2!=…“2"% ме›д3 Cл=“2,…=м, д% 2е. C%!, 
C%*= …,›…   г!=…,ц= м=“л= …е д%“2,г…е2 
…,›…ег% *!=  Cл=“2,…. qч,2=L2е, ч2% Cл=-
“2,…/ , “2е…*, “%“3д= д%“2=2%ч…% "/“%*,, 
ч2%K/ м=“л% …е Cе!ел,"=л%“ь че!еƒ …,.. o%-
"е!.…%“2…/м …=2 ›е…,ем , Cе!емеш,"=…,ем 
›,д*%“2еL м%›…% C!е…еK!ечь.

`1. )ем3 !="…= x-*%мC%…е…2= xF  C%л…%L 
“,л/, деL“2"3ю?еL …= C!="3ю Cл=“2,…3? 
r*=›,2е "ел,ч,…3 , …=C!="ле…,е. (0,8 K.)

m= !,“3…*е 2 C%*=ƒ=…% C%Cе!еч…%е “е-
че…,е “!ед,……%-%*е=…,че“*%г% .!еK2=. n… 
“%“2%,2 ,ƒ 2!е. “л%е": м=…2,,, *%!/ , 
"%д/. l=…2,  “%“2%,2 ,ƒ C%!%д/, *%2%!3ю 
…= ге%л%г,че“*,. "!еме……/ �. м=“ш2=K=. 
м%›…% “ч,2=2ь 2е*3чеL, = ƒ…=ч,2, м%›-
…% “ч,2=2ь ›,д*%“2ью " !=м*=. ƒ=д=ч,. 
Š%л?,…= *%!/ (2"е!д/е C%!%д/) …=м…%г% 
ме…ьше .=!=*2е!…%г% м=“ш2=K= дл,…/ " 
x-…=C!="ле…,,, “лед%"=2ель…%, *%!= "еде2 
“еK  *=* “"%K%д…% ,ƒг,K=ем=  Cл=“2,…=. 
q "/“%*%L 2%ч…%“2ью 2=*%L г!еKе…ь м%›…% 
“м%дел,!%"=2ь *=* д"3ме!…3ю “,“2ем3 Kеƒ 
*=*,.-л,K% ,ƒме…е…,L Cе!еме……/. "д%ль 
%“, y, *%2%!=  Cе!Cе…д,*3л !…= Cл%“*%“2, 
!,“3…*= 2. kюK=  дл,…= " .2%L ƒ=д=че …=-
м…%г% ме…ьше, чем дл,…= г!еK…  L ("д%ль 
%“, y).

b це…2!е .!еK2= 2%л?,…= *%!/ !="…= 
…3лю. o% ме!е 3"ел,че…,  г%!,ƒ%…2=ль…%г% 
!=““2% …,  x %2 це…2!= 2%л?,…= *%!/ “2=…%-
",2“  "“е K%льше , %…= !="…= D C!, x  . 
q%%2"е2“2"е……%, д…% %*е=…= %C3“*=е2“  …= h 
…,›е "е!ш,…/ .!еK2= O. b "е!ш,…е .!еK2= 
!=ƒме“2,м …=ч=л% *%%!д,…=2. oл%2…%“2ь "%-
д/ 0 , ее 2емCе!=23!= 0T , Cл%2…%“2ь м=…2,, 
1  , ее 2емCе!=23!= 1T  C%“2% ……/ "% "!еме-

…, , C!%“2!=…“2"е. ŠемCе!=23!= *%!/ T C%-
“2% ……= "% "!еме…, , ƒ=",“,2 %2 *%%!д,…=2. 

l=2е!,=л ƒем…%L *%!/ !=“ш,-
! е2“  л,…еL…% “ !%“2%м 2емCе!=23!/: 
      1 1 1 01 ll T l k T T T T    , где l $ 

дл,…= *3“*= м=2е!,=л= ƒем…%L *%!/, 1l  $ 
ег% дл,…= C!, 2емCе!=23!е T1, lk  $ C%“2%-
 ……/L *%.--,ц,е…2 2еCл%"%г% !=“ш,!е…, , 
C!,"еде……/L * !=ƒ…%“2, 2емCе!=23!.
`2. qч,2= , ч2% м=2е!,=л *%!/ ,ƒ%2!%Cе…, 

…=Lд,2е, *=* Cл%2…%“2ь *%!/   ƒ=",“,2 %2 
ее 2емCе!=23!/ T. o!едC%л=г= , ч2% 1lk  , 
…=C,ш,2е “"%L %2"е2 " C!,Kл,›е……%L -%!ме

  1
1

1 0

1
T T

T k
T T

 
     

,

где чле…/ C%! д*= 2k  , "/ше …е 3ч,2/"=-
ю2“ . nC!едел,2е *%…“2=…23 k. (0,6 K.)

hƒ"е“2…%, ч2% k > 0. ŠеCл%C!%"%д…%“2ь 
*%!/ !="…=   , C%“2% ……=. j=* “лед“2",е, 

Рис. 1. Параллельные пластины в воде: а) без 
масла; б) с маслом

Рис. 2. Срединно-океанический хребет
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д%“2=2%ч…% д=ле*% %2 %“, .!еK2= 2емCе!=23-
!= *%!/ л,…еL…% ƒ=",“,2 %2 гл3K,…/.
`3. o!едC%л=г= , ч2% м=…2,  , "%д= "ед32 

“еK  *=* …е“›,м=ем/е ›,д*%“2, C!, г,д!%-
“2=2,че“*%м !="…%"е“,,, "/!=ƒ,2е 2%л?,…3 
ƒем…%L *%!/ D …= д%“2=2%ч…% K%льш%м !=“-
“2% …,, че!еƒ h, 0 , 1  , k. kюK/м д",›е-
…,ем м=2е!,=л= м%›…% C!е…еK!ечь. (1,1 K.)
`4. m=Lд,2е (%“2="," 2%ль*% …=,K%льшее 

C% k “л=г=ем%е) ,2%г%"3ю г%!,ƒ%…2=ль…3ю 
“,л3 F, деL“2"3ю?3ю …= C!="3ю (x > 0) 
д%“2=2%ч…% дл,……3ю ч=“2ь *%!/, че!еƒ 0 , 
1 , h, L, k , g. (1,6 K.)

o!едC%л%›,м, ч2% *%!= %*=ƒ=л=“ь "…еƒ=C-
…% 2е!м,че“*, ,ƒ%л,!%"=…= %2 %“2=ль…%L ч=-
“2, gемл,. b !еƒ3ль2=2е 2еCл%C!%"%д…%“2, 
2емCе!=23!/ "е!.…еL , …,›…еL C%"е!.…%-
“2еL *%!/ “2=…%" 2“  Kл,›е д!3г * д!3г3 д% 
…=“23Cле…,  2еCл%"%г% !="…%"е“, . rдель-
…=  2еCл%ем*%“2ь *%!/ C%“2% ……= , !="…= c.
`5. h“C%льƒ3  ме2%д !=ƒме!…%“2еL ,л, 

=…=л,ƒ C% C%! д*3 "ел,ч,…/, %це…,2е .=-
!=*2е!…%е "!ем   , ƒ= *%2%!%е !=ƒ…,ц= 
ме›д3 2емCе!=23!=м, "е!.…еL , …,›…еL C%-
"е!.…%“2еL ƒем…%L *%!/ …= д%“2=2%ч…% K%ль-
ш%м !=““2% …,, %2 %“, .!еK2= C!,Kл,ƒ,2“  
* …3лю. l%›…% “ч,2=2ь, ч2%   …е ƒ=",“,2 
%2 д"3. …=ч=ль…/. 2емCе!=23! C%"е!.…%“2еL 
*%!/. (0,9 K.)

)=“2ь B. qеL“м,че“*,е "%л…/ 
" “л%,“2%L “!еде (5 K=лл%")

o!едC%л%›,м, ч2% *%!%2*%е ƒемле2! “е-
…,е C!%,ƒ%шл% …= C%"е!.…%“2, …е*%2%!%L 
Cл=…е2/. qеL“м,че“*,е "%л…/ “%ƒд=ю2“  
л,…еL…/м ,“2%ч…,*%м, !=“C%л%›е……/м " 
2%ч*е z = x = 0, где x $ г%!,ƒ%…2=ль…=  *%-
%!д,…=2= , z $ гл3K,…= C%д C%"е!.…%“2ью. 
o!едC%л=г=е2“ , ч2% ,“2%ч…,* “еL“м,че“*,. 
"%л… г%!=ƒд% дл,……ее, чем люK=  д!3г=  
!=““м=2!,"=ем=  дл,…= " д=……%м "%C!%“е. 
b !еƒ3ль2=2е ƒемле2! “е…,  %д…%!%д…/L 
C%2%* 2=* …=ƒ/"=ем/. C!%д%ль…/. P-"%л… 
,“C3“*=е2“  C% "“ем …=C!="ле…, м " Cл%-
“*%“2, xz, *%2%!/е ,мею2 C%л%›,2ель…3ю 
“%“2="л ю?3ю "д%ль %“, z. Š=* *=* 2е%!,  
!=“C!%“2!=…е…,  "%л… " 2"е!д%L “!еде д%-
“2=2%ч…% “л%›…=, " д=……%L ƒ=д=че C!е…еK!е-
г=е2“  "“ем, д!3г,м, "%л…=м,, "%ƒ…,*=ю-
?,м, C!, ƒемле2! “е…,,. q*%!%“2ь P-"%л…/ 
v " *%!е ƒ=",“,2 %2 гл3K,…/ z C% ƒ=*%…3

 0 01v v z z  , 
где 0v  $ “*%!%“2ь …= C%"е!.…%“2, ,  $ ,ƒ-
"е“2…=  C%л%›,2ель…=  *%…“2=…2=.
b1. p=““м%2!,м %д,…%ч…/L л3ч, ,“C3-

?е……/L ƒемле2! “е…,ем, *%2%!/L %K!=ƒ3е2 
…=ч=ль…/L 3г%л 00 2     “ %“ью z , !=“-
C!%“2!=… е2“  " Cл%“*%“2, zx. )ем3 !="…= 
г%!,ƒ%…2=ль…=  *%%!д,…=2=  1 0 0x   , C!, 
*%2%!%L .2%2 л3ч м%›е2 K/2ь %K…=!3›е… …= 
C%"е!.…%“2, Cл=…е2/? hƒ"е“2…%, ч2% C32ь 
л3ч= C!ед“2="л е2 “%K%L д3г3 %*!3›…%“2,. 
g=C,ш,2е %2"е2 " ",де

   1 0 0ctgx A b   , 
где A , b $ C%“2% ……/е, *%2%!/е …3›…% 
…=L2,. (1,5 K.)

e“л, "/ …е “м%гл, …=L2, A , b, " C%“ле-
д3ю?ем ,“C%льƒ3L2е *=* ,ƒ"е“2…3ю C!,"е-
де……3ю "/ше -%!м3л3    1 0 0ctgx A b   .
o!едC%л%›,м, ч2% C%л…=  .…е!г,  …= ед,-
…,ц3 дл,…/ ,“2%ч…,*=, "/деле……=  " ",де 
P-"%л… " *%!е C!, ƒемле2! “е…,,, !="…= E. 
a3дем “ч,2=2ь, ч2% "%л…/ C%л…%“2ью C%гл%-
?=ю2“ , *%гд= %…, д%“2,г=ю2 C%"е!.…%“2, 
Cл=…е2/ “…,ƒ3.
B2. m=Lд,2е, *=* Cл%2…%“2ь .…е!г,, …= 

ед,…,ц3 Cл%?=д,  x , C%гл%?е……=  C%-
"е!.…%“2ью, ƒ=",“,2 %2 !=““2% …,  "д%ль 
C%"е!.…%“2, x. m=!,“3L2е *=че“2"е……/L 
г!=-,*  x . (1,5 K.)

ŠеCе!ь C!едC%л%›,м, ч2% "%л…/ C%л…%-
“2ью %2!=›=ю2“  %2 C%"е!.…%“2,. b%%K!=-
ƒ,м C!,K%!, !=“C%л%›е……/L " 2%ч*е z = 
= x = 0 , ,мею?,L 23 ›е ге%ме2!,ю, ч2% , 
!=…ее !=““м%2!е……/L ,“2%ч…,* ƒемле2! “е-
…, . o!,K%! “C%“%Kе… ,“C3“*=2ь P-"%л…/ 
“ люK/м 3гл%"/м !=“C!еделе…,ем. eг% …=-
“2!%,л, …= ,“C3“*=…,е “,г…=л= " C!едел=. 
…еK%льш%г% …=ч=ль…%г% 3гл= “ "е!2,*=лью

0 0 0 0
1 1

,
2 2

       
 

, 

где

00 2    , 0 1   , 0 0  .

B3. m= *=*%м !=““2% …,, maxx  %2 ,“2%ч-
…,*= "д%ль C%"е!.…%“2, …=.%д,2“  “=м=  
д=ль…   2%ч*=, *%2%!3ю …е “м%›е2 д%“2,чь 
“,г…=л? g=C,ш,2е %2"е2 че!еƒ , 0  , д!3-
г,е *%…“2=…2/, C!,"еде……/е "/ше. (2,0 K.)
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Задача 2. Электростатическая линза
(10 K=лл%")

lе2=лл,че“*%е *%льц% !=д,3“%м R , 2%л-
?,…%L 2a R  !="…%ме!…% ƒ=! ›е…% ƒ=! -
д%м q. j%льц% C!ед“2="л е2 “%K%L 2%!%,д. 
b ч=“2 . A, B, C , E “лед3е2 C!е…еK!ечь ег% 
2%л?,…%L. j%льц% ле›,2 " Cл%“*%“2, xy, 
%“ь z Cе!Cе…д,*3л !…= Cл%“*%“2, *%льц= 
(!,“. 3). b ч=“2 . A , B м%›е2 C!,г%д,2ь“  
“лед3ю?ее !=ƒл%›е…,е " ! д ŠеLл%!=:

    21
1 1 1

2
x x x         C!, 1x  .

)=“2ь A. o%2е…ц,=л …= %“, *%льц=
(1 K=лл)

A1. p=““ч,2=L2е .ле*2!%“2=2,че“*,L C%-
2е…ц,=л  z  …= %“, *%льц= " 2%ч*е A 
(“м. !,“. 3) …= !=““2% …,, z %2 ег% це…2!=. 
(0,3 K.)
A2. o!едC%л=г=  z R , …=Lд,2е C%2е…-

ц,=л  z  " ",де !=ƒл%›е…,  " ! д д% Cе!-
"%г% ƒ=",“ ?ег% %2 z чле…=. (0,4 K.)
A3. }ле*2!%… (ег% м=““= m, ƒ=! д e )

!=“C%л%›,л, " 2%ч*е A ( z R ). p=““ч,-
2=L2е “,л3, деL“2"3ю?3ю …= .ле*2!%…. 
j=*%L ƒ…=* д%л›е… ,ме2ь ƒ=! д *%льц= q, 
ч2%K/ "%ƒ…,*л, *%леK=…, ? qме?е…,е .ле*-
2!%…= …е ме… е2 !=“C!еделе…,е ƒ=! д= C% 
*%льц3. (0,2 K.)
A4. nC!едел,2е ц,*л,че“*3ю ч=“2%23   

.2,. г=!м%…,че“*,. *%леK=…,L. (0,1 K.)

)=“2ь B. o%2е…ц,=л " Cл%“*%“2, *%льц= 
(1,7 K=лл=)

ŠеCе!ь !=““м%2!,м !=“C!еделе…,е C%2е…-
ц,=л=  r  " Cл%“*%“2, *%льц= (z = 0) C!, 
r R  (*=* " 2%ч*е B …= !,“3…*е 3). p=ƒ-
л%›е…,е C%2е…ц,=л= д% Cе!"%L …е…3ле"%L 
“2еCе…, r ,мее2 ",д  2q r     .

B1. b/!=ƒ,2е  . b/ м%›е2е ,“C%льƒ%"=2ь 
!=ƒл%›е…,е ŠеLл%!=, C!,"еде……%е "/ше. 
(1,5 K.)
b2. }ле*2!%… !=“C%л%›,л, " 2%ч*е B 

( r R ). p=““ч,2=L2е “,л3, деL“2"3ю?3ю 
…= .ле*2!%…. j=*%L ƒ…=* д%л›е… ,ме2ь 
ƒ=! д *%льц= q, ч2%K/ "%ƒ…,*л, г=!м%…,-
че“*,е *%леK=…, ? qме?е…,е .ле*2!%…= …е 
ме… е2 !=“C!еделе…,е ƒ=! д= C% *%льц3. 
(0,2 K.)

)=“2ь C. t%*3“…%е !=““2% …,е 
,де=ль…%L л,…ƒ/: мг…%"е……=  ƒ=! д*=

(2,3 K=лл=) 
}*“Cе!,ме…2=2%! cлю* !=ƒ!=K=2/"=е2 

.ле*2!%“2=2,че“*3ю л,…ƒ3 дл  -%*3“,!%"*, 

.ле*2!%…%". n… !=“C%л=г=е2 *%льц% Cе!Cе…-
д,*3л !…% %“, z (!,“.4). cлю* 2=*›е *%…-
“2!3,!3е2 ,“2%ч…,*, *%2%!/L ге…е!,!3е2 C=-
*е2/ (м=ле…ь*,е г!3CC/) …е!ел 2,",“2“*,. 
.ле*2!%…%". j,…е2,че“*=  .…е!г,  .ле*-
2!%…= 2 2E mv  (v $ “*%!%“2ь). o!, .2%м 
м%›…% 2%ч…% *%…2!%л,!%"=2ь м%ме…2/ "!е-
ме…,, *%гд= .ле*2!%…/ "/ле2=ю2 ,ƒ ,“2%ч-
…,*=. g=! д *%льц= …3ле"%L C%ч2, "“егд= , 
“2=…%",2“  !="…/м q, *%гд= .ле*2!%…/ …=-
.%д 2“  …= !=““2% …,, ме…ее 2d  ( d R )
%2 Cл%“*%“2, *%льц= (ƒ=ш2!,.%"=……=  %K-
л=“2ь …= !,“3…*е  $ &=*2,"…=  %Kл=“2ь[). 
b .2%L ч=“2, ƒ=д=ч, C!едC%л=г=е2“ , ч2% 
cлю* “C%“%Kе… %Kе“Cеч,2ь мг…%"е……3ю ƒ=-
! д*3 , мг…%"е……3ю !=ƒ! д*3 *%льц=, = 
.ле*2!,че“*%е C%ле мг…%"е……% "%ƒ…,*=е2 " 
C!%“2!=…“2"е. l=г…,2…/м, C%л м,, = 2=*›е 
,ƒме…е…,ем z-*%мC%…е…2/ “*%!%“2, .ле*2!%-
…%" “лед3е2 C!е…еK!ечь. d",›3?,е“  .ле*-
2!%…/ …е "л, ю2 …= !=“C!еделе…,е ƒ=! д= 
C% *%льц3.

C1. o!едC%л%›,м, ч2% C=*е2 .ле*2!%…%" 
,ƒ…=ч=ль…% ле2,2 C=!=ллель…% %“, z …= 
!=““2% …,, r ( r R ) %2 …ее. nC!едел,2е 
-%*3“…%е !=““2% …,е f л,…ƒ/ ( f d ). b/-

Рис. 3. Заряженное кольцо Рис. 4. Электростатическая линза Глюка
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!=ƒ,2е %2"е2 “ ,“C%льƒ%"=…,ем *%…“2=…2/   
,ƒ C3…*2= B1 , д!3г,. ,ƒ"е“2…/. "ел,ч,…. 
g…=* ƒ=! д= q 2=*%", ч2% л,…ƒ= !=K%2=е2 *=* 
“%K,!=ю?= . (1,3 K.)

o!едC%л%›,м 2еCе!ь, ч2% 2%чеч…/L ,“2%ч-
…,* .ле*2!%…%" !=“C%л%›е… …= %“, z …= 
!=““2% …,, b > f %2 це…2!= *%льц=. hƒ .2%L 
2%ч*, "/ле2=ю2 .ле*2!%…/ C%д 3гл=м, …е 
K%лее 1   * %“, z. k,…ƒ= “%K,!=е2 ,. " 
…е*%2%!%L 2%ч*е …= !=““2% …,, c %2 це…2!= 
*%льц=.
q2. m=Lд,2е c. b/!=ƒ,2е %2"е2 “ ,“C%ль-

ƒ%"=…,ем *%…“2=…2/  ,ƒ C3…*2= B1 , д!3-
г,. ,ƒ"е“2…/. "ел,ч,…. (0,8 K.)

C3. b/C%л… е2“  л, -%!м3л= 2%…*%L 

л,…ƒ/ 
1 1 1
b c f
   дл  л,…ƒ/ cлю*=?

o%*=›,2е .2% …еC%“!ед“2"е……/м !=“че2%м 
"ел,ч,…/ 1 1b c . (0,2 K.)

)=“2ь D. eм*%“2ь *%льц= (3 K=лл=) 
p=““м%2!е……=  м%дель л,…ƒ/ K/л= ,де=-

л,ƒ,!%"=……%L , “ч,2=л%“ь, ч2% *%льц% ƒ=! -
›=е2“  мг…%"е……%. b деL“2",2ель…%“2, .2% 
…е 2=*, C%2%м3 ч2% 3 *%льц= е“2ь *%…еч…=  
ем*%“2ь C. b д=ль…еLшем "=м м%г32 C!,г%-
д,2ь“  “лед3ю?,е ,…2ег!=л/:

cos 1
ln const

sin sin
dx x

x x


   ,

2

2
ln 1 const

1

dx
x x

x
   


 .

D1. b/ч,“л,2е ем*%“2ь C *%льц=. qч,2=L-
2е, ч2% ш,!,…= *%льц= 2a, C!,чем a R .
(2,0 K.)

p=““м%2!,м “лед3ю?3ю м%дель. j%гд= 
.ле*2!%…/ д%“2,г=ю2 &=*2,"…%L %Kл=“2,[, 
*%льц% C%д*люч=ю2 * ,“2%ч…,*3 …=C! ›е-
…,  0U  (!,“. 5). j%гд= .ле*2!%…/ C%*,д=ю2 

&=*2,"…3ю %Kл=“2ь[, *%льц% ƒ=ƒемл ю2. 
q%C!%2,"ле…,е C!%"%д%" !="…% 0R , = “%C!%-
2,"ле…,ем *%льц= м%›…% C!е…еK!ечь.
D2. m=Lд,2е, *=* ƒ=",“,2 ƒ=! д *%льц= 
 q t  %2 "!еме…,. o%“2!%L2е “.ем=2,че“*,L 

г!=-,* .2%L ƒ=",“,м%“2,. b м%ме…2 "!еме-
…, t = 0 .ле*2!%…/ …=.%д 2“  " Cл%“*%“2, 
*%льц=. b …е*%2%!/L м%ме…2 "!еме…, ƒ=! д 
*%льц=  q t  д%“2,г=е2 ƒ…=че…,  0q , м%д3ль 
*%2%!%г% м=*“,м=ле…. m=Lд,2е .2% ƒ…=че…,е 
0q . eм*%“2ь *%льц= C ("=м …е …3›…% ,“-

C%льƒ%"=2ь ƒ…=че…,е ,ƒ D1). (1,0 K.)
o!,меч=…,е. o%л !…%“2ь C%д*люче…,  …= 

!,“3…*е 5 C%*=ƒ=…= 2%ль*% " *=че“2"е C!,-
ме!=. o%д*люче…,е ,“2%ч…,*= …=C! ›е…,  
д%л›…% K/2ь "/K!=…% 2=*,м %K!=ƒ%м, ч2%K/ 
л,…ƒ= !=K%2=л= *=* “%K,!=ю?= .

)=“2ь e. t%*3“…%е !=““2% …,е 
!е=ль…%L л,…ƒ/: …е мг…%"е……=  ƒ=! д*=

(2 K=лл=)
b .2%L ч=“2, ƒ=д=ч, !=““м=2!,"=е2“  K%-

лее !е=л,“2,ч…=  м%дель л,…ƒ/. Š%л?,…%L 
*%льц= 2a м%›…% C!е…еK!ечь. oе!ед 2ем *=* 
.ле*2!%…/ д%“2,г=ю2 &=*2,"…%L %Kл=“2,[, 
%…, д",›32“  C=!=ллель…% %“, z. g=! д*3 
*%льц= K%льше …ельƒ  “ч,2=2ь мг…%"е……%L.
E1. m=Lд,2е -%*3“…%е !=““2% …,е f л,…-

ƒ/. qч,2=L2е, ч2% 0f v R C , …% d v  , 
0R C  %д…%г% C%! д*=. b/!=ƒ,2е %2"е2 “ 

,“C%льƒ%"=…,ем *%…“2=…2/   ,ƒ ч=“2, B , 
д!3г,. ,ƒ"е“2…/. "ел,ч,…. (1,7 K.)
E2. l%›…% ƒ=ме2,2ь, ч2% %2"е2 дл  f " 

C!ед/д3?ем C3…*2е C%.%› …= %2"е2, C%л3-
че……/L " ч=“2, C. m3›…% 2%ль*% ƒ=ме…,2ь 
ƒ…=че…,е ƒ=! д= q …е*%2%!/м &.--е*2,"-
…/м[ ƒ=! д%м . b/!=ƒ,2е  че!еƒ ƒ=-
д=……/е " ƒ=д=че "ел,ч,…/. (0,3 K.)

Задача 3. Частицы и волны (10 K=лл%")

q%гл=“…% ,дее *%!C3“*3л !…%-"%л…%"%г% 
д3=л,ƒм=, ч=“2,ц/ м%›…% %C,“/"=2ь *=* 
"%л…/ , …=%K%!%2. h“C%льƒ3ем .23 ,дею 
дл  ,““лед%"=…,  …е“*%ль*,. *"=…2%"/. 
.--е*2%".

)=“2ь A. j"=…2%"=  ч=“2,ц= "  ?,*е 
(1,4 K=лл=)

p=““м%2!,м д",›е…,е ч=“2,ц/ м=““%L m 
" %д…%ме!…%L C%2е…ц,=ль…%L  ме. o%2е…-
ц,=ль…=  .…е!г,   U x  ƒ=д=е2“  -%!м3л%L

Рис. 5. Зарядка электростатической линзы

n k hl o h ` d{
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jл=““,че“*=  ч=“2,ц= м%›е2 д",г=2ь“  " 
2=*%м C%2е…ц,=ле “ люK%L .…е!г,еL, %д…=*% 
" *"=…2%"%м “л3ч=е !=ƒ!еше…/ 2%ль*% %C!е-
деле……/е д,“*!е2…/е ƒ…=че…,  .…е!г,,. 
b !=ƒ!еше……/. “%“2% …, . ч=“2,ц3 м%›…% 
%C,“=2ь *=* “2% ч3ю "%л…3 де a!%Lл , 3ƒ-
л%"/е 2%ч*, *%2%!%L …=.%д 2“  …= г!=…,ц=. 
 м/.
A1. nC!едел,2е м,…,м=ль…% "%ƒм%›…3ю 

.…е!г,ю minE  ч=“2,ц/ " C%2е…ц,=ль…%L 
 ме. b/!=ƒ,2е %2"е2 че!еƒ m, L , C%“2% …-
…3ю oл=…*= h. (0,4 K) 

q%“2% …,е ч=“2,ц/ “ м,…,м=ль…% "%ƒ-
м%›…%L .…е!г,еL …=ƒ/"=е2“  %“…%"…/м 
“%“2% …,ем, = "“е %“2=ль…/е !=ƒ!еше……/е 
“%“2% …,  $ "%ƒK3›де……/м, “%“2% …, м,. 
p=“C%л%›,м !=ƒ!еше……/е ƒ…=че…,  .…е!г,, 
" C%! д*е "%ƒ!=“2=…,  , %K%ƒ…=ч,м ,. nE , 
…=ч,…=  “ .…е!г,, %“…%"…%г% “%“2% …,  1E .
A2. m=Lд,2е "/!=›е…,е дл  .…е!г,, nE  

(ƒде“ь n = 1, 2, 3, …). (0,6 K.)
A3. )=“2,ц= м%›е2 Cе!еL2, ,ƒ %д…%г% 

“%“2% …,  " д!3г%е, 2%ль*% ,“C3“2," ,л, 
C%гл%2," -%2%… “ .…е!г,еL, %2"еч=ю?еL 
!=ƒ…%“2, .…е!г,L .2,. “%“2% …,L. m=Lд,2е 
дл,…3 "%л…/ 21  -%2%…=, ,“C3?е……%г% C!, 
Cе!е.%де ч=“2,ц/ ,ƒ Cе!"%г% "%ƒK3›де……%г% 
“%“2% …,  ( 2E ) " %“…%"…%е “%“2% …,е ( 1E ).
(0,4 K.)

)=“2ь B. nC2,че“*,е “"%L“2"= м%ле*3л 
(2,1 K=лл=)

b .2%L ч=“2, ,““лед3ем …е*%2%!/е %C2,че-
“*,е “"%L“2"= м%ле*3л/ ц,=…,…= Cy5, “.ем=-
2,че“*, C%*=ƒ=……%L …= !,“3…*е 6,=. eе %C2,че-
“*,е “"%L“2"= %C!едел ю2“  " Cе!"3ю %че!едь 
цеCью =2%м%", “%“2="ле……%L ,ƒ че!ед3ю?,.“  
д"%L…/. , %д,…=!…/. “" ƒеL, *=* C%*=ƒ=…% …= 
!,“3…*е 6,K. bл, …,е *%лец …= *%…ц=. м%ле-
*3л/, = 2=*›е !=д,*=л%" R …=м…%г% ме…ьше. 
Š!, ,ƒ че2/!е. "=ле…2…/. .ле*2!%…%" *=›д%-
г% =2%м= 3гле!%д= C (, =2%м%" =ƒ%2= N) " цеC, 
%K!=ƒ3ю2 .,м,че“*,е “" ƒ,, = %“2="ш,е“  
"=ле…2…/е .ле*2!%…/ !=“C!едел ю2“  ме›д3 
=2%м=м, , м%г32 д",г=2ь“  C% цеC, =2%м%". 
o%2е…ц,=ль…=  .…е!г,  *=›д%г% 2=*%г% .ле*-
2!%…= C%*=ƒ=…= 2%…*%L *%леKлю?еL“  л,…,еL 
…= !,“3…*е 6,", где м,…,м3м/ %2"еч=ю2 C%л%-
›е…, м =2%м%" C , N.

dл  C!%“2%2/ м/ C!,Kл,ƒ,м C%2е…ц,=ль-
…3ю .…е!г,ю C! м%3г%ль…%L -3…*ц,еL “ 
дл,…%L L = 10,5l, где l = 140 Cм $ “!ед…ее 
!=““2% …,е ме›д3 =2%м=м,. b !еƒ3ль2=2е 
м/ C%л3ч,м .ле*2!%……/L г=ƒ, “%“2% ?,L 
,ƒ 10 .ле*2!%…%" (7 %2 =2%м%" C, 2 %2 =2%м= 
N, 1 %2 ,%…= N ), “"%K%д…% д",›3?,.“  " 
%д…%ме!…%L C%2е…ц,=ль…%L  ме, %K“3›д="-
шеL“  " ч=“2, A. bƒ=,м%деL“2",ем ме›д3 
.ле*2!%…=м, м%›…% C!е…еK!ечь. nд…=*% 
…3›…% 3че“2ь, ч2% .ле*2!%…/ $ -е!м,%…/, 
C%.2%м3 %…, C%дч,… ю2“  C!,…ц,C3 ƒ=C!е2= 
o=3л,. Š=*›е м%›…% C!е…еK!ечь "л, …,ем 
.ле*2!%…%" …= д",›е…,е =2%м…/.  де!.
B1. m=Lд,2е …=,K%льш3ю дл,…3 "%л…/   

-%2%…=, *%2%!3ю м%›е2 C%гл%2,2ь м%ле*3л= 
Cy5, “,“2ем= .ле*2!%…%" *%2%!%L …=.%д,2“  " 
%“…%"…%м “%“2% …,,. b/!=ƒ,2е %2"е2 че!еƒ l, 
-,ƒ,че“*,е C%“2% ……/е , ч,“ле……/L м…%›,-
2ель , …=Lд,2е ч,“ле……%е ƒ…=че…,е. (0,8 K.)
B2. d!3г=  м%ле*3л= Cy3 ,мее2 =…=л%г,ч-

…3ю “2!3*23!3, …% ее цеCь =2%м%" *%!%че …= 
2 =2%м= 3гле!%д=. b *=*3ю “2%!%…3 (" г%-
л3K3ю ,л, " *!=“…3ю) “ме?=е2“  ƒ= “че2 
.2%г% “Cе*2! C%гл%?е…,  м%ле*3л/ C% “!="-

Рис. 6. a) Химическая структура молекулы циани-
на (R обозначает некоторые радикалы). б) Цепь 
атомов молекулы цианита, среднее расстоя-
ние между атомами равно � l. в) Потенциальная 
энергия электрона в цепи атомов (синяя линия) 
и ее приближение прямоугольным потенциалом 
(красная линия)
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…е…,ю “ Cy5? m=Lд,2е ч,“ле……% "ел,ч,…3 
  “д",г= “Cе*2!= C%гл%?е…, . l%›…% 
“ч,2=2ь, ч2% C!, 3д=ле…,, д"3. =2%м%" 3гле-
!%д= -%!м= м%ле*3л/ …е ме… е2“ , 2%ль*% 
3гле!%д…=  цеCь “2=…%",2“  *%!%че …= д"= 
ме›=2%м…/. !=““2% …, . (0,4 K.)

e“л, м%ле*3л= …=.%д,2“  " "%ƒK3›де……%м 
“%“2% …,,, %…= м%›е2 “C%…2=……% ,ƒл3ч,2ь 
-%2%… , Cе!еL2, " %“…%"…%е “%“2% …,е. 
q!ед…   “*%!%“2ь K 2=*,. Cе!е.%д%", 2.е. 
%2…%“,2ель…%е 3ме…ьше…,е ч,“л= м%ле*3л 
" "%ƒK3›де……%м “%“2% …,, ƒ= "!ем  dt, 

1 dN
K

N dt
 , %C!едел е2“  дл,…%L "%л…/ 

,“C3“*=ем%г% -%2%…=  , д,C%ль…/м м%-
ме…2%м Cе!е.%д=, *%2%!/L ,мее2 C%! д%* 
d el , где e $ .леме…2=!…/L ƒ=! д, = 2=*›е 
.ле*2!,че“*%L C%“2% ……%L 0  , C%“2% ……%L 
oл=…*= h.
B3. h“C%льƒ3  ме2%д !=ƒме!…%“2еL, …=L-

д,2е "/!=›е…,е дл  “*%!%“2, K “C%…2=……%-
г% ,ƒл3че…,  че!еƒ 0 , h,   , d. ),“ле……/L

м…%›,2ель " "=шеL -%!м3ле 316
3

k   . 
(0,7 K.)

b4. r м%ле*3л/ ц,=…,2= 2,4d el . b/-
ч,“л,2е “!ед…ее "!ем    “C%…2=……%г% ,ƒл3-
че…,  дл  Cе!"%г% "%ƒK3›де……%г% “%“2% …,  
м%ле*3л/, *%2%!%е  "л е2“  %K!=2…/м дл  
“!ед…еL “*%!%“2, ,ƒл3ч=2ель…%г% Cе!е.%д= 
" %“…%"…%е “%“2% …,е. (0,2 K.)

)=“2ь C. j%…де…“=ц,  a%ƒе$}L…ш2еL…= 
(1,5 K=лл=)

}2= ч=“2ь …е “" ƒ=…= …=C! м3ю “ ч=“2 м, 
A , B. h““лед3ем *%лле*2,"…%е C%"еде…,е 
ч=“2,ц-K%ƒ%…%". a%ƒ%…/ …е C%дч,… ю2“  
C!,…ц,C3 ƒ=C!е2= o=3л,, , C!, …,ƒ*,. 
2емCе!=23!=. ,л, "/“%*,. Cл%2…%“2 . 
м%›е2 C!%,ƒ%L2,  "ле…,е *%…де…“=ц,, a%-
ƒе$}L…ш2еL…=. }2% -=ƒ%"/L Cе!е.%д " *%л-
ле*2,"…%е “%“2% …,е: K%льш%е *%л,че“2"% 
2%›де“2"е……/. ч=“2,ц *%…де…“,!3е2“  " 
%д…% *"=…2%"%е “%“2% …,е , …=ч,…=ю2 "е“2, 
“еK  *=* %д…= "%л…=. oе!е.%д, *=* C!=",л%, 
C!%,“.%д,2 ,ƒ-ƒ= %.л=›де…,  …е*%2%!%г% 
*%л,че“2"= ч=“2,ц …,›е *!,2,че“*%L 2емCе-
!=23!/. nд…=*% ег% м%›…% "/ƒ"=2ь, 3"ел,-
ч,"=  Cл%2…%“2ь "е?е“2"= д% *!,2,че“*%г% 
ƒ…=че…,  C!, C%“2% ……%L 2емCе!=23!е.

h““лед3ем “%%2…%ше…,е ме›д3 2емCе!=23-
!%L , Cл%2…%“2ью " 2%ч*е Cе!е.%д=. n*=ƒ/-
"=е2“ , %це…*3 *!,2,че“*,. ƒ…=че…,L м%›…% 
C%л3ч,2ь ,ƒ C!%“2%г% “%%K!=›е…, : *%…де…-
“=ц,  C!%,“.%д,2, *%гд= дл,…= "%л…/ де 
a!%Lл , %2"еч=ю?=  “!ед…е*"=д!=2,ч…%L 
“*%!%“2, ч=“2,ц, !="…= .=!=*2е!…%м3 !=“-
“2% …,ю ме›д3 ч=“2,ц=м, г=ƒ=.

C1. p=““м%2!,м г=ƒ …е"ƒ=,м%деL“2"3ю-
?,. =2%м%" 87Rb . m=C,ш,2е "/!=›е…,е 
дл  .=!=*2е!…%г% ,мC3ль“= p , .=!=*2е!…%L 
дл,…/ де a!%Lл   *=* -3…*ц,ю м=““/ 
=2%м= m, 2емCе!=23!/ T , -,ƒ,че“*,. C%-
“2% ……/.. (0,4 K.)

C2. b/ч,“л,2е .=!=*2е!…%е !=““2% …,е 
ме›д3 =2%м=м, " г=ƒе l *=* -3…*ц,ю *%…-
це…2!=ц,, =2%м%" n. n2“юд= …=Lд,2е *!,-
2,че“*3ю 2емCе!=23!3  " ƒ=",“,м%“2, %2 
м=““/ =2%м%", ,. *%…це…2!=ц,, , -,ƒ,че-
“*,. C%“2% ……/.. (0,5 K.)

)2%K/ %“3?е“2",2ь *%…де…“=ц,ю " л=K%-
!=2%!,,, .*“Cе!,ме…2=2%!=м C%2!еK%"=л%“ь 
%.л=д,2ь г=ƒ/ д% 2емCе!=23! C%! д*=  = 
= 100 …j.

C3. o!, *=*%L *%…це…2!=ц,,  =2%м%" Rb 
Cе!е.%д C!%,“.%д,2 C!, 2=*%L 2емCе!=23!е? 
dл  “!="…е…,  2=*›е "/ч,“л,2е *%…це…2!=-
ц,ю 0n  ,де=ль…%г% г=ƒ= C!, “2=…д=!2…/. 
3“л%", ., 2.е. 0T  = 300 K , 5

0 10p   o=. b% 
“*%ль*% !=ƒ *%…це…2!=ц,  ,де=ль…%г% г=ƒ= 
"/ше? qч,2=L2е, ч2% м=““= =2%м%" г=ƒ= !="-
…= 87 =2%м…/. ед,…,ц м=““/ ( am ). (0,6 K.)

)=“2ь D. Š!е.л3че"/е %C2,че“*,е 
!еше2*, (5 K=лл%")

h““лед3ем C!%“2!=…“2"е……%-Cе!,%д,че-
“*,L C%2е…ц,=л, “%ƒд=……/L ƒ= “че2 ,…2е!-
-е!е…ц,, …е“*%ль*,. *%ге!е…2…/. л=ƒе!-
…/. C3ч*%". hƒ-ƒ= Cе!,%д,ч…%“2, 2=*%L 
C%2е…ц,=л …=ƒ/"=е2“  %C2,че“*%L !еше2-
*%L. o%2е…ц,=ль…=  .…е!г,   U r


 =2%м=, 

д",›3?ег%“  че!еƒ %C2,че“*3ю !еше2*3, 
C!%C%!ц,%…=ль…= л%*=ль…%L ,…2е…“,"…%“2, 
“"е2=. l%›е2е ,“C%льƒ%"=2ь .2% " “"%,. 
"/ч,“ле…, .:

   
2

,U r E r t 
 

.
gде“ь   $ C%л%›,2ель…=  C%“2% ……= , 
3гл%"/е “*%K*, %ƒ…=ч=ю2 3“!ед…е…,е C% "!е-
ме…,, *%2%!%е 3“!ед… е2 K/“2!% ме… ю?,е-
“  -3…*ц,,. }ле*2!,че“*%е C%ле, “%ƒд="=е-
м%е л=ƒе!%м “ …%ме!%м i, ƒ=д=е2“  -%!м3л%L

n k hl o h ` d{
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 0, cosi i i iE E k r t    
  

,
где 0,iE  $ =мCл,23д=, ik


 $ "%л…%"%L "е*2%!, 

i


 $ ед,…,ч…/L "е*2%! C%л !,ƒ=ц,,.
b=ш= ƒ=д=ч= $ ,““лед%"=2ь 2!е3г%ль…3ю %C-

2,че“*3ю !еше2*3, “%ƒд=……3ю ƒ= “че2 ,…2е!-
-е!е…ц,, 2!е. *%ге!е…2…/. л=ƒе!…/. л3чеL 
!="…%L ,…2е…“,"…%“2,. Š,C,ч…=  3“2=…%"*= 
C%*=ƒ=…= …= !,“3…*е 7,a. gде“ь "“е 2!, л3ч= 
C%л !,ƒ%"=…/ " …=C!="ле…,, %“, z, !=“C!%-
“2!=… ю2“  " Cл%“*%“2, xy , Cе!е“е*=ю2“  
C%д !="…/м, 3гл=м, " 120 . b/Kе!,2е …=-
C!="ле…,е %“, x "д%ль "%л…%"%г% "е*2%!= 1k


.

D1. o%л3ч,2е "/!=›е…,е дл  C%2е…ц,-
=ль…%L .…е!г,,  *=* -3…*ц,ю  ,r x y


 " 

Cл%“*%“2, C3ч*%". o%д“*=ƒ*=: %2"е2 м%›…% 
"/!=ƒ,2ь *=* C%“2% ……/L "*л=д Cлю“ “3мм= 
2!е. *%“,…3“%", =!г3ме…2 *%2%!/. ,мее2 
",д ib r

  . m=C,ш,2е !еƒ3ль2=2 " 2=*%м ",де 
, 3*=›,2е …=C!="ле…,е "е*2%!= ib


. (1,4 K.)

D2. q3мм=!…=  C%2е…ц,=ль…=  .…е!г,  
,мее2 %“ь “,мме2!,, ше“2%г% C%! д*=, ƒ…=-
ч,2, C%2е…ц,=л ,…"=!,=…2е… %2…%“,2ель…% 
C%"%!%2%" …= 3гл/, *!=2…/е 60 , "%*!3г 
…=ч=л= *%%!д,…=2. d%*=›,2е, ч2% .2% деL-
“2",2ель…% 2=*, ,“C%льƒ3  C!%“2%L =!г3-
ме…2. (0,5 K.)

q,мме2!,  %Kлегч=е2 =…=л,ƒ д"3ме!…%г% 
!=“C!еделе…,  C%2е…ц,=л=  U r


. j=* C%-

*=ƒ=…% …= !,“3…*е 7,K, C!=",ль…/L ше“2,3-
г%ль…,* ,мее2 %“, “,мме2!,, (“Cл%ш…/е 
л,…,,), “%ед,… ю?,е C!%2,"%C%л%›…/е 
"е!ш,…/, , %“, (C3…*2,!…/е л,…,,), “%ед,-

… ю?,е “е!ед,…/ C!%2,"%C%л%›…/. “2%!%…. 
l…%г,е “"%L“2"= C%2е…ц,=л= м%›…% C%л3-
ч,2ь, !=““м=2!,"=  *%%!д,…=2…/е %“, x , y, 
*%2%!/е …=C!="ле…/ "д%ль %“, “,мме2!,,.
D3. m=Lд,2е C%2е…ц,=л U (r) …= *%%!-

д,…=2…/. %“ ., 2.е. %C!едел,2е -3…*ц,, 
Ux(x) = U(x,0) , Uy(y) = U(0,y). m=Lд,2е C%-
л%›е…,  .*“2!ем3м%" Ux(x) , Uy(y) *=* -3…*-
ц,L %д…%г% =!г3ме…2=. o%“*%ль*3 .2, -3…*ц,, 
Cе!,%д,че“*,е, дл  *=›д%г% ,ƒ …=Lде……/. “е-
меL“2" Cе!,%д,че“*, C%"2%! ю?,.“  м=*“,м3-
м%" , м,…,м3м%" "*люч,2е 2%ль*% C% %д…%м3 
C!ед“2=",2елю " л,“2 %2"е2%". (1,2 K.)

m3›…% %C!едел,2ь C%л%›е…,  3ƒл%" !е-
ше2*,, 2.е. м,…,м3м%" д"3ме!…%г% C%2е…ц,-
=л=  U r


. j%%!д,…=2/ м,…,м3м%" -3…*ц,L 

%д…%г% =!г3ме…2= xU  , yU  $ .2% C!едл=г=е-
м/е C%л%›е…,  ,“*%м/. м,…,м3м%". nд…=-
*% …3›…% C!%"е!,2ь, ч2% .2% деL“2",2ель…% 
м,…,м3м/, = …е “едл%"/е 2%ч*,. j=* C%*=ƒ=-
…% …= !,“3…*е 7,", C!, ,ƒ3че…,, ƒ=",“,м%“2, 
%2 %д…%L ,ƒ %“еL м%›…% %ш,K%ч…% C!,… 2ь 
…е*%2%!/е “едл%"/е 2%ч*, ƒ= м,…,м3м/.
D4. h“C%льƒ3L2е !еƒ3ль2=2/ ,ƒ C!ед/д3-

?ег% C3…*2=, ч2%K/ %C!едел,2ь м,…,м3м/ 
%C2,че“*%L !еше2*,. m=Lд,2е "“е .*","=ле…2-
…/е м,…,м3м/, Kл,›=Lш,е * …=ч=л3 *%%!д,-
…=2 (…% …е “%"C=д=ю?,е “ …,м). m=Lд,2е !=“-
“2% …,е a ме›д3 Kл,›=Lш,м, м,…,м3м=м, 
(C%“2% ……3ю !еше2*,). b/!=ƒ,2е %2"е2 че!еƒ 
дл,…3 "%л…/ л=ƒе!…%г% ,ƒл3че…,  . (0,8 K.)

}*“Cе!,ме…2=ль…% д=ль…%деL“2"3ю?ее 
"ƒ=,м%деL“2",е =2%м%" "%ƒм%›…% C!, ,“-
C%льƒ%"=…,, =2%м%" p,дKе!г=, *%2%!/е 
,мею2 K%льш%L !=ƒме!. ̀ 2%м p,дKе!г= $ .2% 
"%ƒK3›де……%е “%“2% …,е =2%м=, " *%2%!%м 
%д,… ,ƒ .ле*2!%…%" …=.%д,2“  " “%“2% …,, “ 
K%льш,м гл="…/м *"=…2%"/м ч,“л%м n. p=ƒ-
ме! =2%м= p,дKе!г= м%›…% %це…,2ь, ,“C%ль-
ƒ3  *л=““,че“*,L !=д,3“ %!K,2/ .ле*2!%…= 
“ м%ме…2%м ,мC3ль“= 2 , где   $ C!,"е-
де……=  C%“2% ……=  oл=…*=.
D5. b/ч,“л,2е ƒ…=че…,е n, *%2%!%е %2-

"еч=е2 !=д,3“3 =2%м= p,дKе!г=, “!="…,м3ю 
“ дл,…%L "%л…/ л=ƒе!…%г% ,ƒл3че…,   = 
= 380 …м. b/!=ƒ,2е %2"е2 че!еƒ  , -,ƒ,че-
“*,е C%“2% ……/е. (1,1 K.)

o3Kл,*=ц,ю C%дг%2%",л, `. b%!%…%", 
l. n“,…, `. o,*=л%", ~. q*=*%", 

t. 0/K!%", b. xе"че…*%

Рис. 7. a) Трехлучевая оптическая решетка: три 
плоские волны с волновыми векторами интерфе-
рируют в области, обозначенной серым кругом. б) 
Симметрии правильного шестиугольника: сплош-
ные и пунктирные линии показывают два набора 
осей симметрии. в) Седловая точка: точка на по-
верхности, наклоны которой в перпендикулярных 
направлениях равны нулю, но которая не является 
экстремумом нарисованной функции. Если двигать-
ся вдоль сплошной красной линии, у функции будет 
минимум. Чтобы отличить минимум от седловой 
точки, нужно исследовать функцию в перпендику-
лярном направлении (штрихованная красная линия)
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Санкт-Петербургский политехнический университет 
Петра Великого

}jg`lem`0hnmm{e l`Šeph`k{

ПОЛИТЕХНИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА 
ШКОЛЬНИКОВ

o%л,2е.…,че“*=  %л,мC,=д= ш*%ль…,*%" 
" 2020/21 3чеK…%м г%д3 C!%"%д,л=“ь C% 
че2/!ем C!едме2=м: м=2ем=2,*е, -,ƒ,*е, 
.,м,, , ,…-%!м=2,*е. n2K%!%ч…/L 23! C!%-
.%д,л ƒ=%ч…% “ C!,ме…е…,ем ,…2е!…е2-2е.-
…%л%г,L. rч=“2…,*, "/C%л… л, ƒ=д=…,  
23!= …= %-,ц,=ль…%м “=L2е %л,мC,=д/. o%-
Kед,2ел, , C!,ƒе!/ %2K%!%ч…%г% 23!= K/л, 
C!,гл=ше…/ * 3ч=“2,ю " ƒ=*люч,2ель…%м 
23!е, *%2%!/L C!%шел " q=…*2-oе2е!K3!г-
“*%м C%л,2е.…,че“*%м 3…,"е!“,2е2е " -%!-
ме %ч…%г% C,“ьме……%г% ,“C/2=…, .

h…-%!м=ц,ю %K %л,мC,=де 2021/22 
3чеK…%г% г%д= м%›…% C%л3ч,2ь …= “=L2=. 
qoKor: www.spbstu.ru, school.spbstu.ru , 
olymp.spbstu.ru

МАТЕМАТИКА
Отборочный тур

1. m=Lд,2е …=,K%льш,L C!%“2%L дел,2ель 
ч,“л= 89 105 64  .

2. m=Lд,2е "“е ƒ…=че…,  ., C!, *%2%!/. 
ч,“л= 44x ; 52x ; 12   "л ю2“  C%“лед%"=-
2ель…/м, чле…=м, =!,-ме2,че“*%L C!%г!е“-
“,,. e“л, 2=*,. ƒ…=че…,L . …е“*%ль*%, 2% " 
%2"е2е 3*=›,2е ,. “3мм3.

3. m=Lд,2е %Kл=“2ь %C!еделе…,  -3…*ц,,
23 20 2 5y x x x x     .

4. pеш,2е …е!="е…“2"%

 2 26 8 9 18 0x x x x     .
b %2"е2е 3*=›,2е “3мм3 …=,ме…ьшег% , 
…=,K%льшег% C%л%›,2ель…/. !еше…,L.
5. d"е !=K%2…,ц/ …= д"3. *%мCью2е!=. 

м%г32 C%дг%2%",2ь %!,г,…=л-м=*е2 *…,г, 
ƒ= 16 ч=“%". e“л, ›е C!, …=л,ч,, %д…%г% 
*%мCью2е!= *=›д=  "/C%л…,2 C%л%",…3 
!=K%2/, 2% C%2!еK3е2“  50 ч=“%". g= *=*%е 
"!ем  м%›е2 “C!=",2ь“  “ ƒ=д=…,ем %д…= 
!=K%2…,ц= “ K%льшеL C!%,ƒ"%д,2ель…%“2ью?
6. d"= г!3ƒ%",*= "/е.=л, %д…%"!еме……% 

" %д…%м …=C!="ле…,, “% “*%!%“2 м, 40 , 
80 *м/ч “%%2"е2“2"е……%. )е!еƒ ч=“ "“лед ƒ= 
…,м, "/е.=л лег*%"%L ="2%м%K,ль, *%2%!/L 
%K%г…=л "2%!%L г!3ƒ%",* че!еƒ C%л2%!= ч=“= 
C%“ле %Kг%…= Cе!"%г%. m=Lд,2е “*%!%“2ь лег-
*%"%г% ="2%м%K,л .

7. m=Lд,2е 2=*%е ƒ…=че…,е C=!=ме2!= =, 
C!, *%2%!%м …=,K%льшее ƒ…=че…,е -3…*ц,, 

22 4y x x a    …= C!%ме›32*е  0; 2  K3-
де2 …=,ме…ьш,м.
8. m=Lд,2е !еше…,  3!="…е…, 

2 2tg 4sin 3 0
24 24
x x 
   ,

ле›=?,е " C!%ме›32*е  10; 40 . b %2"е-
2е 3*=›,2е “3мм3 …=Lде……/. !еше…,L.
9. m=Lд,2е …=,ме…ьшее цел%е ч,“л% “!е-

д, 2=*,. ч,“ел =, ч2% дл  люK%г% C%л%-
›,2ель…%г% . "/C%л… е2“  …е!="е…“2"% 

 2
3log 3 2x x a   .

10. b C! м%3г%ль…%м 2!е3г%ль…,*е ABC “ 
г,C%2е…3ƒ%L AB C!%"еде…/ K,““е*2!,“= CL, 
мед,=…= CM, "/“%2= CN. m=Lд,2е Cл%?=дь 
2!е3г%ль…,*= CLM, е“л, Cл%?=дь 2!е3г%ль…,*= 
CNM !="…= 5, = : 2 : 3CN CM  .

Заключительный тур
1. q*%ль*% “3?е“2"3е2 …=23!=ль…/. ч,“ел, 

ме…ьш,. 1369 , "ƒ=,м…% C!%“2/. “ …,м?
2. hƒ"е“2…%, ч2% 19 %д,…=*%"/. 2е2!=деL 

“2% 2 деше"ле 2000 !3KлеL, 21 2=*=  ›е 
2е2!=дь “2%,2 д%!%›е 2200 !3KлеL. q*%ль*% 
“2%,2 *=›д=  2е2!=дь, е“л, “2%,м%“2ь 2е2!=-
д, # цел%е ч,“л% !3KлеL?

3. o!, *=*,. ƒ…=че…, . = 3!="…е…,  
2 2 3 0x ax    , 3 22 3 0x ax    ,мею2 

%K?,L *%!е…ь?
4. m=Lд,2е це…2! “,мме2!,, г!=-,*=

-3…*ц,, 
2 5 3

1
x x

y
x
 




.

5. h"=…3 "д"%е K%льше ле2, чем oе2!3 
K/л% 2%гд=, *%гд= h"=…3 K/л% “2%ль*% ле2, 
“*%ль*% oе2!3 2еCе!ь. j%гд= oе2!3 “2=…е2 
“2%ль*% ле2, “*%ль*% h"=…3 2еCе!ь, 2%гд= 
“3мм= ,. "%ƒ!=“2%" K3де2 !="…= 54 г%д=м. 
q*%ль*% ле2 oе2!3?
6. pеш,2е “,“2ем3 3!="…е…,L

3 3

2 2

6 6 ,

2 2 10.

x y y x

x y xy

   


  

7. pеш,2е 3!="…е…,е 
3 3sin cos

1
cos sin

x x
x x

   .
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8. dл  -3…*ц,, y = f(x) “C!="едл,"%

!="е…“2"%   1 2
2f x f

x x
   
 

 C!, "“е. 0x  .

pеш,2е 3!="…е…,е   2
3

f x  .

9. p=д,3“/ %C,“=……%L , "C,“=……%L %*!3›-
…%“2еL !="…%Kед!е……%г% 2!е3г%ль…,*= !="…/ 
18 , 5 “%%2"е2“2"е……%. m=Lд,2е …=,K%льшее 
"%ƒм%›…%е ƒ…=че…,е "/“%2/ .2%г% 2!е3г%ль-
…,*=.

10. p=д,3“ %“…%"=…,  *%…3“= !="е… 5, = 
!=““2% …,е %2 це…2!= %“…%"=…,  *%…3“= д% ег% 
%K!=ƒ3ю?еL !="…% 4. m=Lд,2е %KAем *%…3“=.

ФИЗИКА
Отборочный тур

1. o%*ем%…/ o,*=ч3 , )=…“, *=2=ю2“  
…= *=!3“ел,, “,д  ! д%м …= !=““2% …,, 
l = 1,0 м д!3г %2 д!3г=. j%гд= *=!3“ель !=“-
*!32,л=“ь, %*=ƒ=л%“ь, ч2% )=…“, д",›е2“  
“ C%“2% ……%L C% м%д3лю “*%!%“2ью, !="…%L 
v = 4,5 м/“, = o,*=ч3 $ “% “*%!%“2ью …= 

 = 1,0 м/“ K%льше. q *=*,м 3“*%!е…,ем 
д",›е2“  o,*=ч3?

2. q*!.2, “C=“=  ›ел3дь, “л3ч=L…% 3!%…,л 
ег% “ "/“%2/ h = 1,4 м …= д…% *=ме…,“2%г% 
*=…ь%…=. fел3дь 3C=л …= %г!%м…/L "=л3…, 
чь  гл=д*=  Cл%“*=  C%"е!.…%“2ь “%“2="-
л е2 3г%л 21    “ г%!,ƒ%…2%м, , 3C!3г% 
%2“*%ч,л %2 …ег%. m= *=*%м !=““2% …,, %2 
ме“2= C=де…,  ›ел3дь "2%!%L !=ƒ 3д=!,2“  % 
C%"е!.…%“2ь "=л3…=? fел3дь “ч,2=2ь *!3г-
л/м, “%C!%2,"ле…,ем "%ƒд3.= C!е…еK!ечь. 

3. o/2= “ь ƒ=K!=2ь“  …= “*%льƒ*3ю лед -
…3ю г%!3, j!,“2%-- !=ƒ%г…=л“  д% “*%!%“2, 

 , …=ч=л “*%льƒ,2ь ""е!.. nд…=-
*% …е 3де!›=л“  ,, “*=2,"ш,“ь %K!=2…%, 
%*=ƒ=л“  "…,ƒ3 “% “*%!%“2ью . 
m= *=*3ю "/“%23 3д=л%“ь j!,“2%--3 C%д-
… 2ь“ ? 
4. j *%…ц=м …е!=“2 ›,м%г% *=…=2=, Cе-

!еK!%ше……%г% че!еƒ д"= Kл%*=, C%д"еше…/ 
д"= г!3ƒ= м=““=м, 1m  = 5,8 *г , 2m  = 1,1 *г 
(!,“.1). m=Lд,2е м=““3 г!3ƒ=, *%2%!/L 
…3›…% C%д"е“,2ь * *=…=23 ме›д3 Kл%*=м,, 
ч2%K/ 3г%л ме›д3 …=*л%……/м, 3ч=“2*=м, 
*=…=2= K/л !="е… 70   . l=““%L *=…=2= , 
2!е…,ем " Kл%*=. м%›…% C!е…еK!ечь.
5. Š!, ц,л,…д!,че“*,. “%%K?=ю?,.“  

“%“3д= " ",де K3*"/ x …=C%л…е…/ !=“2,-
2ель…/м м=“л%м Cл%2…%“2ью  
, ƒ=*!/2/ …е"е“%м/м, 2%…*,м, C%!ш… м,. 
qече…,е *=›д%г% ,ƒ “%“3д%" S = 70 “м2. 
m= C%!ше…ь, ƒ=*!/"=ю?,L “!ед…,L “%“3д, 
*л=д32 г!3ƒ,* м=““%L m = 613 г. m= *=*3ю 
"/“%23 (C% %2…%ше…,ю * Cе!"%…=ч=ль…%м3 
3!%"…ю) C%д…,м32“  C%“ле .2%г% C%!ш…, " 
*!=L…,. “%“3д=.? Š!е…,ем C%!ш…еL % “2е…-
*, “%“3д%" C!е…еK!ечь. 
6. j!%*%д,л cе…= , )еK3!=ш*= ,ƒ3ч=ю2 

"е!2,*=ль…/е *%леK=…,  г!3ƒ=, C%д"еше…-
…%г% …= C!3›,…е. j%гд= j!%*%д,л cе…= 
C%д"е“,л …= C!3›,…3 “"%L г!3ƒ м=““%L 1m ,
Cе!,%д *%леK=…,L K/л !="е… 1T  = 0,4 “, = 
*%гд= )еK3!=ш*= C%д"е“,л “"%L г!3ƒ м=““%L 
2m , Cе!,%д “2=л !="е… 2T  = 1,5 “. j=*,м 

K3де2 Cе!,%д *%леK=…,L .2%г% г!3ƒ=, е“л, 
cе…= , )еK3!=ш*= C%д"е“ 2 “"%, г!3ƒ/ * 2%L 
›е C!3›,…е %д…%"!еме……%?
7. b .ле*2!%ч=L…,* ,ƒ K%льш%L K%ч*, “ 

"%д%L …=л,л, …е*%2%!%е *%л,че“2"% "%д/. 
b%д= ƒ=*,Cел= че!еƒ 1t  = 31 м,… C%“ле 
"*люче…,  ч=L…,*=. q!=ƒ3 ›е C%“ле …=ч=л= 
*,Cе…,  " ч=L…,* д%K=",л, д%C%л…,2ель…3ю 
C%!ц,ю "%д/ ,ƒ 2%L ›е K%ч*,, C%“ле чег% 
2емCе!=23!= "%д/ " ч=L…,*е C%…,ƒ,л=“ь …= 

38 CT   . )е!еƒ 2t  = 20 м,… C%“ле .2%г% 
"%д= “…%"= ƒ=*,Cел=. nC!едел,2е 2емCе!=23-
!3 "%д/ " K%ч*е.
8. b "е!2,*=ль…3ю гл=д*3ю д,.ле*2!,-

че“*3ю 2!3K*3 “ ƒ=*!/2/м д…%м C%ме“2,л, 
2!, …еK%льш,. %д…%,ме……% ƒ=! ›е……/. 
ш=!,*= (!,“. 2). p=““2% …,е ме›д3 …,›…,м 
, “!ед…,м ш=!,*=м, %*=ƒ=л%“ь !="…% !=“-
“2% …,ю ме›д3 “!ед…,м , "е!.…,м. g=! д 
“!ед…ег% ш=!,*= 2q  = 69 …jл, = "е!.…ег% Рис. 1 Рис. 2
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3q  = 144 …jл. l=““/ ш=!,*%" !="…/ “%-
%2"е2“2"е……% 1m  = 24 г, 2m  = 3m  = 25 г. 
nC!едел,2е .ле*2!,че“*,L ƒ=! д 1q  …,›…е-
г% ш=!,*=.
9. nд…%!%д…%е C!%"%л%ч…%е *%льц% "*лю-

че…% C%“лед%"=2ель…% " .ле*2!,че“*3ю 
цеCь, " *%2%!%L 2ече2 C%“2% ……/L 2%*. j%…-
2=*2/ дел 2 дл,…3 *%льц= " %2…%ше…,, 
n : m = 3 : 10 (!,“.3). b *%льце C!, C!%-
2е*=…,, 2%*= "/дел е2“  2еCл%"=  м%?-
…%“2ь 0P  = 43 b2. j=*=  м%?…%“2ь K3де2 
"/дел 2ь“  " *%льце (C!, 2=*%м ›е 2%*е "% 
"…еш…еL цеC,), е“л, *%…2=*2/ !=“C%л%›,2ь 
…= …ем " д,=ме2!=ль…% C!%2,"%C%л%›…/. 
2%ч*=.?

10. b "%ƒд3.е дл,…= "%л…/ м%…%.!%м=-
2,че“*%г% “"е2= !="…= 1  = 680 …м. o!, 
Cе!е.%де " …е*%2%!3ю C!%ƒ!=ч…3ю ›,д*%“2ь 
дл,…= "%л…/ “"е2= “2=…%",2“  !="…%L 2  = 
= 492 …м. n2!=›е……/L , C!ел%мле……/L 
л3ч, %K!=ƒ3ю2 ме›д3 “%K%L 3г%л 117   .
o%д *=*,м 3гл%м C=д=е2 л3ч “"е2= …= Cл%-
“*3ю г!=…,ц3 !=ƒдел= ›,д*%“2ь $ "%ƒд3.? 

Заключительный тур
1. j%…ь*%Kе›ец …=ч,…=е2 д",›е…,е “ 

C%“2% ……/м 3“*%!е…,ем. j=*%L C32ь %… 
C!%Lде2 ƒ= 3 “, е“л, ег% “!ед…   “*%!%“2ь ƒ= 
C%“лед…юю, 2!е2ью “е*3…д3 !="…= 10 м/“? 

2. d"е г,!, “ м=““=м, 1m  , 2m  ( 1 2m m )
",“ 2 …= *%…ц=. …е"е“%м%L …е!=“2 ›,м%L 
…,2,, Cе!е*,…32%L че!еƒ …еC%д",›…/L 
Kл%*. oе!"%…=ч=ль…% лег*=  г,!  …=.%д,2-
“  …= h  = 3 м …,›е 2 ›ел%L г,!,. c,!, 
%2C3“2,л,, , %…, C!,шл, " д",›е…,е Kеƒ 
…=ч=ль…%L “*%!%“2,, %*=ƒ="ш,“ь …= %д…%L 
"/“%2е че!еƒ t  = 2 “. j=*%"= м=““= лег*%L 
г,!,, е“л, м=““= 2 ›ел%L !="…= 1m  = 350 г? 
q%C!%2,"ле…,ем "%ƒд3.= , 2!е…,ем " Kл%*е 
м%›…% C!е…еK!ечь.

3. o!,г%2%"," …%"/L .ле*2!%л,2 дл  ="-
2%м%K,ль…%г% =**3м3л 2%!=, }!,* !еш,л 
,ƒме!,2ь ег% Cл%2…%“2ь, …% 3!%…,л =!е%ме2! , 
2%2 !=ƒK,л“ … Š%гд= }!,* "ƒ л 2%…*%“2е……3ю 

ме…ƒ3!*3 ,, …=л," " …ее 40 мл .ле*2!%л,2=, 
%C3“2,л ме…ƒ3!*3 " "%д3. lе…ƒ3!*= “2=л= 
Cл="=2ь 2=*, ч2% 3!%"е…ь "%д/ "%*!3г …ее 
K/л …= 10 мл (C% ш*=ле …= ме…ƒ3!*е) "/ше, 
чем 3!%"е…ь .ле*2!%л,2= "…32!,. g=2ем }!,* 
…=л,л " ме…ƒ3!*3 40 мл "%д/ , %C3“2,л ме…-
ƒ3!*3 " .ле*2!%л,2. r!%"е…ь "%д/ %*=ƒ=л“  
%C 2ь …= 10 мл "/ше 3!%"…  .ле*2!%л,2=. 
}!,*3 .2%г% %*=ƒ=л%“ь д%“2=2%ч…%, ч2%K/ …=L-
2, Cл%2…%“2ь .ле*2!%л,2=. )ем3 %…= !="…=?
4. d"= %д,…=*%"/. C%л%›,2ель…/. 2%-

чеч…/. ƒ=! д= "ел,ч,…%L Q ƒ=*!еCле…/ 
…= !=““2% …,, d д!3г %2 д!3г=. o%“е!ед,…е 
ме›д3 …,м, Cе!Cе…д,*3л !…% * %2!еƒ*3, 
“%ед,… ю?ем3 ,., !=“C%л%›е… гл=д*,L г%-
!,ƒ%…2=ль…/L …еC!%"%д ?,L “2е!›е…ь, C% 
*%2%!%м3 м%›е2 “*%льƒ,2ь K3“,…*= м=““%L 
m “ %2!,ц=2ель…/м ƒ=! д%м q . m=Lд,2е 
Cе!,%д м=л/. *%леK=…,L K3“,…*,. 
5. }ле*2!,че“*=  цеCь “%“2%,2 ,ƒ %д,-

…=*%"/. C!%"%д…,*%" “%C!%2,"ле…,ем R = 
= 10 nм, %K!=ƒ3ю?,. “е2*3 (!,“. 4). j 3ƒ-
л=м A , B C%д*люче… %мме2!. nC!едел,2е 
ег% C%*=ƒ=…, .
6. m= !=““е,"=ю?3ю л,…ƒ3 C=д=е2 “.%-

д ?,L“  C3ч%* л3чеL. o%“ле C!%.%›де…,  
че!еƒ л,…ƒ3 л3ч, Cе!е“е*=ю2“  " 2%ч*е, ле-
›=?еL …= !=““2% …,, 15 “м %2 л,…ƒ/. e“л, 
л,…ƒ3 3K!=2ь, 2% 2%ч*= Cе!е“ече…,  л3чеL 
“ме“2,2“  …= 5 “м. m=!,“3L2е .%д л3чеL , 
%C!едел,2е %C2,че“*3ю “,л3 л,…ƒ/.

ИНФОРМАТИКА
Отборочный тур
hƒK!=……/е ƒ=д=ч,

1. a3.г=л2е! g,…=,д= q2еC=…%"…= 3"ле*=-
е2“  C!%г!=мм,!%"=…,ем , г=д=…,ем. c=д=е2 
g.q. …= K3.г=л2е!“*,. %2че2=. , дел=е2 .2% 
“лед3ю?,м %K!=ƒ%м: "/C,“/"=е2 ,ƒ C%“лед…е-
г% K3.г=л2е!“*%г% %2че2= "“е …ече2…/е ч,“л=, 
Cе!е"%д,2 ,. " д"%,ч…3ю “,“2ем3 “ч,“ле…,  
, ƒ=C,“/"=е2 " ! д Kеƒ "ед3?,. …3леL. e“л, 
“3мм= ед,…,ц " ƒ=C,“, %*=ƒ/"=е2“  …ече2…%L, 
g.q. %2C!="л е2 %2че2, е“л, че2…%L $ е?е !=ƒ 
ег% Cе!еC!%"е! е2. hƒ “*%ль*,. !=ƒл,ч…/. 
C%“лед%"=2ель…%“2еL …ече2…/. ч,“ел м%гл= 
C%л3ч,2ь“  “лед3ю?=  д"%,ч…=  ƒ=C,“ь:

1110101011110110111001101 ?
2. nд…=›д/ .%л%д…/м де*=K!ь“*,м "ече-

!%м l,ш= .*“Cе!,ме…2,!%"=л “ !=ƒл,ч…/-
м, "=!,=…2=м, !еше…,  ƒ=д=ч ec} C% ,…-
-%!м=2,*е , “л3ч=L…% …=C,“=л “лед3ю?3ю 
-3…*ц,ю (!,“. 5):

} j g ` l e m ` 0 h n m m{ e  l ` Š e p h ` k {

Рис. 3 Рис. 4
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)ем3 “2=л, !="…/ ƒ…=че…,  Cе!еме……/. ` 
, b C%“ле "/C%л…е…,  “2!%*:

е“л, " …=ч=ле ` K/л% !="…% 35, = b K/л% 
!="…% 17? b %2"е2е ƒ=C,ш,2е д"= ч,“л= (ƒ…=-
че…,  ` , b “%%2"е2“2"е……%) че!еƒ C!%Kел. 
m=C!,ме!: 12 14.

3. p=ƒ"едч,* o3C“,*%" "…ед!,л“  " oе…-
2=г%…. p=K%2=  2=м C!%2,!=ль?,*%м м%…,-
2%!%", %… 3“Cел “-%2%г!=-,!%"=2ь “*!,… 
!=K%2/ ш,-!3ю?еL C!%г!=мм/ (!,“. 6).

b,дел o3C“,*%" , 2е*“2 C!%г!=мм/. q-%-
2%г!=-,!%"=2ь …е 3“Cел, …% ƒ=ме2,л, ч2% 
2=м C!,“32“2"3ю2 -3…*ц,,, "%ƒ"!=?=ю?,е 
“,м"%л C% ASCII-*%д3 , *%д C% “,м"%л3, 
"%ƒ"еде…,е " “2еCе…ь , %“2=2*, %2 деле…,  
…= 3 , …= 32. e?е %… 3“л/ш=л, ч2% *%д,!3-
ю2“  2%ль*% C!%C,“…/е K3*"/ *,!,лл,ц/, 
= %“2=ль…/е “,м"%л/ …е ,ƒме… ю2“ . }2,. 
д=……/. "=м д%л›…% ."=2,2ь, ч2%K/ " *=-
че“2"е %2"е2= …= "%C!%“ ""е“2, де“ 2,ч…%е 
ч,“л%, % *%2%!%м ,де2 !ечь "%2 " .2%L “2!%*е 
(%…= K/л= ƒ=ш,-!%"=…= “ *люч%м 3):

qcpnqzr“ mhoe0 ncqbqt}{qm 
mc0pnc`n~u uyok`n~u k 
ncqbqt}{qm {qh~hpixpdm 
mcqqxpdm

4. oе2  ,?е2 *=!2,…*3 дл  “"%ег% …%"%г% 

C%“2= " Kл%ге , "/K,!=е2 %д…3 ,ƒ “%.!=…е…-
…/. " 2еле-%…е. b“ег% " 2еле-%…е oе2,:

• 115 *=!2,…%*, …= *%2%!/. е“2ь *%2,*;
• 300 ,…2е!…е2-мем%";
• 100 ,…2е!…е2-мем%" “ 3ч=“2,ем *%2,*=;
• 5 *=!2,…%* “ hл%…%м l=“*%м (l=“* $ “е-

!ьеƒ…/L C=!е…ь, %… "…е мем%" , Kеƒ *%2,*%").
a%льше " 2еле-%…е oе2, *=!2,…%* …е2 

(oе2е *3C,л, 2еле-%… "“ег% C=!3 д…еL …=-
ƒ=д, , %… е?е …е 3“Cел …,чег% …=-%2%г!=-,-
!%"=2ь). j=*%е ,ƒ Cе!еч,“ле……/. …,›е "/-
“*=ƒ/"=…,L …е“е2 !%"…% 4 K,2= ,…-%!м=ц,, 
% "/K!=……%м oе2еL "=!,=…2е:
a) ,…2е!…е2-мем Kеƒ *%2,*=;
b) *%2,* ,л, hл%… l=“*;
c) …е ,…2е!…е2-мем ,л, hл%… l=“*;
d) …е *%2,* , …е ,л%… l=“*;
e) “е!ьеƒ…/L *%2 (…е ,…2е!…е2-мем)?
b .2%L ƒ=д=че ,“C%льƒ3е2“  "е!% 2…%“2-

…/L C%д.%д * ,ƒме!е…,ю ,…-%!м=ц,,: е“л, 
C%“ле C%л3че…,  “%%K?е…,  *%л,че“2"% "%ƒ-
м%›…/. "=!,=…2%" “%*!=2,л%“ь " N2  !=ƒ $ 
“%%K?е…,е “%де!›,2 N K,2 ,…-%!м=ц,,.
5. m= !,“3…*е 7 C!ед“2="ле… =лг%!,2м, 

%C,“=……/L …= C“е"д%*%де (деL“2",е "“е. 
-3…*ц,L  “…% ,ƒ …=ƒ"=…, ). j=*%е …=,ме…ь-
шее цел%е ч,“л% …=д% ""е“2, " *=че“2"е N, 
ч2%K/ =лг%!,2м г="*…3л?
6. lе›д3…=!%д…=  …еƒ=",“,м=  *%м,““,  

Cл=…е2…%L “,“2ем/ g=",L "= C% ,ƒ3че…,ю 
*!=“%2/ …%"%г%д…,. г,!л …д 3“2=…%",л=, 
ч2% …=,K%лее *!=“,"/м,  "л ю2“  г,!л …д/ 
,ƒ 2!е. ц"е2%": Kел/L, *!=“…/L , -,%ле-
2%"/L, C!,чем дл  C%дде!›=…,  ц"е2%"%г% 
K=л=…“= , г=!м%…,, 2!еK3е2“ , ч2%K/ ƒ= 
*=› д%L Kел%L л=мC%ч*%L шл= *!=“…=  ,л, 
-,%ле2%"= , ƒ= *=›д%L *!=“…%L л=мC%ч*%L $ 
-,%ле2%"= , ƒ= *=›д%L -,%ле2%"%L л=мC%ч-
*%L $ л=мC%ч*= люK%г% ,ƒ 2!е. 3*=ƒ=……/. 
ц"е2%". hƒ “*%ль*,. л=мC%че* 2!еK3е2“  
C!%,ƒ"%д,2ь г,!л …д3 ›,2ел м “,“2ем/ g=-
",L "=, е“л, "“ег% " “,“2еме C!%›,"=е2 120 
,…%Cл=…е2 …, *=›д/L ,ƒ …,. .%че2 3…,*=ль-
…3ю , *!=“,"3ю г,!л …д3, = Cл=…,!3ем/L 
* C%“2!%L*е ƒ="%д C% ,ƒг%2%"ле…,ю г,!л …д 
“м%›е2 C!%,ƒ"%д,2ь г,!л …д/ 2%ль*% ,ƒ 
%д,…=*%"%г% *%л,че“2"= л=мC%че*?

Рис. 6

Рис. 5
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ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЙ ТУР
Задание 1. Сборка программы

m,›е C!,"еде…/ …е“*%ль*% “2!%* =лг%-
!,2м,че“*%г%  ƒ/*= (!,“. 8). b=м …е%K.%-
д,м% “%K!=2ь ,ƒ …,. C!%г!=мм3, *%2%!=  
&Cе!е"%!=ч,"=е2[ цел%е ч,“л% (…=C!,ме!, 
1937 C!е"!=?=е2 " 7391). b *=че“2"е %2"е2= 
ƒ=C,ш,2е C%“лед%"=2ель…%“2ь …%ме!%" *%-
м=…д. mе "“е “2!%*, "=м C%2!еK3ю2“ !

Задание 2. НОД
nC!едел,2е, дл  *=*%г% …=,K%льшег% …=-

23!=ль…%г% `, ме…ьшег% 1000, C!, люK%м 
…=23!=ль…%м u 2%›де“2"е……% ,“2,……% “ле-
д3ю?ее "/!=›е…,е: (mnd(X, A) != 3) ->
((mnd(X, 42) != 3)  (mnd(u, 105) != 3)).

)е!еƒ mnd(a, b) %K%ƒ…=че… …=,K%льш,L 
%K?,L дел,2ель д"3. …=23!=ль…/. ч,“ел a 
, b. g…=* != %ƒ…=ч=е2 &…е !="…%[, ƒ…=*   
%ƒ…=ч=е2 *%…Aю…*ц,ю.

Задание 3. Путь яблокоеда
dел-2“*,L “Kл%*%ед (d“) $ 2!=д,ц,%…-

…/L Cе!“%…=› o%л,2е.…,че“*%L %л,мC,=-
д/, %K,2=2ель д"3ме!…/. м=““,"%". qег%д…  
ш,C ?,L , ц=!=C=ю?,L“  d“ “ мел%м 
" л=Cе , "%2 .2,м =лг%!,2м%м " *=!м=…е 
(!,“. 9) K/л ,ƒ"лече… л=K%!=…2*%L j“ю-
шеL ,ƒ 3-L  чеL*, 5-L “2!%*, *"=д!=2…%г% 
м=““,"= a[1:N][1:N]. j=*%е ч,“л% d“ Cе!ед 

Рис. 8

Рис. 7

.2,м ƒ=C,“=л " a[5][3], е“л, ,ƒ"е“2…%, ч2% " 
*=че“2"е N  Kл%*%ед ,“C%льƒ%"=л ч,“л% 21? 

Задание 4. Псевдосортировка
m= л,“2е .ле*2!%……%L 2=Kл,ц/ "  чеL-

*=. A1:D1 ƒ=C,“=…/ че2/!е C!%,ƒ"%ль…/. 
ч,“л=. j=*,е -%!м3л/ “лед3е2 ƒ=C,“=2ь " 
 чеL*, A2, B2, C2 , D2, ч2%K/ " …,. %2%-
K!=›=л,“ь 2е ›е ч,“л=, ч2% " A1:D1, …% " 
C%! д*е "%ƒ!=“2=…,  (…е3K/"=…, , е“л, е“2ь 
!="…/е)?

Задание 5. Шифровка
qrq)huejpem)gqn`k{mmŠkk..
n`e||Šbi)pjmp..mhn{Hoh{).
uu“..mm.gŠdbn`)meb.iŠh`prx?
mеC%… 2…%? Š%гд= %K!=2,2е "…,м=…,  …= 

дл,…3 “%%K?е…, .

Задание 6. Про Бусю и Дусю
a3“  , d3“  ƒ=…,м=ю2“  г!=-,че“*,м 

д,ƒ=L…%м, “%ƒд="=  ,ƒ%K!=›е…,  " !=ƒ!е-
ше…,, 1024 768  C,*“елеL. a3“  люK,2 
K3L“2"% *!=“%* , !=K%2=е2 “ -%!м=2%м RGB 
" !ед=*2%!е, *%2%!/L "/дел е2 …= *=›д/L 
*%мC%…е…2 ц"е2= (*!=“…/L, “,…,L , ƒеле…/L) 
C% 5 K,2. d3“  люK,2 K%лее ч,“2/е ц"е2= , !=-
K%2=е2 2=*›е " RGB, …% " !е›,ме “ гл3K,…%L 
ц"е2= "“ег% " 4096 ц"е2%". n…, "/“2="л ю2 
“"%, ,ƒ%K!=›е…,  …= “=L2. q*%!%“2ь “%ед,…е-

} j g ` l e m ` 0 h n m m{ e  l ` Š e p h ` k {
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…,  3 a3“, 2560 jK,2/“, = 3 d3“, ,…2е!…е2 
ч32ь л3чше: 3 lK,2/“. q*%ль*% г%2%"/. ,ƒ%-
K!=›е…,L 3“Cе"=е2 "/“2=",2ь …= “=L2 d3“  ƒ= 
2% ›е "!ем , C%*= a3“  ƒ=г!3›=е2 10 “"%,. 
*=!2,…%*? d%C%л…,2ель…%L ,…-%!м=ц,, " 
*=!2,…*=. …е2, = "!ем  Cе!ед=ч, “л3›еK…%L 
,…-%!м=ц,, a3“  , d3“  …е 3ч,2/"=ю2.

Задание 7. Нумерология в бизнесе
a,ƒ…е“ме…, ,…"е“2%!, …3ме!%л%г , …=ч,-

…=ю?,L C!%г!=мм,“2 j=ƒ,м,! l=2"ее",ч 
(j.l.) !еш,л C!,%K!е“2, C% =*ц,, …е*%-
2%!%е *%л,че“2"% “2=ль…/. 2=ƒ,*%", ч2%K/ 
ƒ=2ем C!%д=2ь ,. C% K%лее "/“%*%L це…е. j=* 
…3ме!%л%г, j.l. ƒ…=е2, ч2% ч,“л% 7 ле›,2 
" %“…%"е м,!%ƒд=…,  (“емь …%2, “емь д…еL " 
…еделе , 2.д.), ч,“л% 4 $ ƒ…=* Kеƒ%C=“…%“2,, = 
*=* …=ч,…=ю?,L C!%г!=мм,“2, j.l. ƒ…=*%м “ 
Cе!е"%д%м ч,“ел " !=ƒл,ч…/е “,“2ем/ “ч,“ле-
…, . o%.2%м3, …ем…%г% C%д3м=", j.l. *3C,л 
…=,ме…ьшее "%ƒм%›…%е ч,“л% 2=ƒ,*%", 2=*%е, 
ч2% ƒ=C,“ь .2%г% ч,“л= !%"…% " 7 !=ƒл,ч…/. 
“,“2ем=. “ч,“ле…,  %*=…ч,"=е2“  !%"…% …= 

4 …3л  (C!, .2%м C 2/L !=ƒ! д ч,“л= " д=…-
…/. “,“2ем=. “ч,“ле…,  %2л,че… %2 …3л ). 
q*%ль*% “2=ль…/. 2=ƒ,*%" *3C,л j.l.?

Задание 8. Пэчворк для программистов
j=2  …=ч,…=е2 %“"=,"=2ь C.ч"%!* , .%че2 

“ш,2ь C% %д…%м3 %де л3 ,ƒ Kел/. , *!=“…/. 
*"=д!=2…/. л%“*32*%" дл  *=›д%г% ,ƒ “"%-
,. Cлем ……,*%". j=2е …!=" 2“  “лед3ю?,е 
3ƒ%!/ (j $ *!=“…/L, a $ Kел/L):

j=2  !еш,л=, ч2% че2/!е л%“*32*= ,ƒ лю-
K%г% *"=д!=2= %де л= д%л›…/ %K!=ƒ%"/"=2ь 
%д,… ,ƒ .2,. 3ƒ%!%". m= "е!.…юю ч=“2ь 
*=›д%г% %де л= K3де2 …=ш,"=2ь“  3ƒ*=  
C%л%“*= Kел%г% ц"е2=, C%.2%м3 "“егд= м%›…% 
%C!едел,2ь, где …=.%д,2“  "е!., …,ƒ, C!="% 
, ле"% 3 %де л=, д= , “=м, *"=д!=2/ j=2  
!еш,л= …е "!=?=2ь: …е C%ƒ"%л е2 j=2,…% 
"!%›де……%е ч3"“2"% C!е*!=“…%г%.

j “%›=ле…,ю, 3 j=2, %че…ь м…%г% Cле-
м ……,*%", , %…= …е 3"е!е…=, ч2% “м%›е2 
“ш,2ь *=›д%м3 C% 3…,*=ль…%м3 %де л3, 
C%.2%м3 %…= %K!=2,л=“ь * ƒ…=*%м%м3 C!%-
г!=мм,“23 b%л%де “ C!%“ьK%L …=C,“=2ь 
C!%г!=мм3, C!,…,м=ю?3ю …= ".%д дл,…3 
%де л= M " л%“*32*=. , ш,!,…3 %де л= N 
" л%“*32*=. , "/"%д ?3ю …= .*!=… *%л,-
че“2"% 3…,*=ль…/. %де л, *%2%!/е м%г32 
K/2ь “ш,2/ j=2еL; M , N м%г32 C!,…,-
м=2ь люK%е цел%е ƒ…=че…,е %2 2 д% 100 (" 
ƒ=",“,м%“2, %2 !=ƒме!= “=м,. л%“*32*%"). 
b%л%д  “%гл=“,л“  , …=ч=л C,“=2ь дл,……3ю 
C!%г!=мм3, = C%2%м ƒ=д3м=л“  , C%… л, ч2% 
"ме“2% C!%г!=мм/ м%›…% …=C,“=2ь "“ег% 
л,шь %д…3 -%!м3л3. j=*3ю? b *=че“2"е 
%2"е2= …=C,ш,2е -%!м3л3, *%2%!=  %C!еде-
л е2 *%л,че“2"% C%д.%д ?,. j=2е !=ƒл,ч-
…/. %де л дл,…%L M л%“*32*%" , ш,!,…%L 
N л%“*32*%".

Задание 9. Зубчатая функция
hмее2“  -3…*ц, , *%2%!=  C%л3ч=е2 " 

*=че“2"е =!г3ме…2= “2!%*3 , "%ƒ"!=?=е2 23 
›е “2!%*3, " *%2%!%L "“е че2…/е “,м"%л/ 
(0-L, 2-L , 2.C.) C!е%K!=ƒ%"=…/ * "е!.-
…ем3 !ег,“2!3. m=C!,ме!, C%л3ч," “2!%-
*3 &School13[, -3…*ц,  "е!…е2 ƒ…=че…,е 
&ScHoOl13[. q*%ль*% “3?е“2"3е2 “2!%*, 
дл  *%2%!/. -3…*ц,  "/д=“2 2%2 ›е !еƒ3ль-
2=2, ч2% , дл  &AllYouNeedIsLove[?

Рис. 9



53

Задание 10. Счастливые носки Анатолия
o!%г!=мм,“2 `…=2%л,L ,мее2 %г!%м…%е 

*%л,че“2"% …%“*%", “" ƒ=……/. м=м%L , K=-
K3ш*%L (C%д .2, …%“*, "/деле… цел/L *%-
м%д). `…=2%л,L дел,2 …%“*, …= “лед3ю?,е 
",д/:
• C% ц"е23 (K/"=ю2 “,…,м, , %!=…›е"/м,);
• C% !,“3…*3 (K/"=ю2 C%л%“=2/м, , %д…%-

2%……/м,);
• C% C! ›е (100% ше!“2ь , “ме“ь 75% ше!-

“2, “ 25% C%л,=м,д=).
hƒ"е“2…%, ч2%:
1) K=K3ш*= е“л, , " ›е2 “,…,е …%“*,, 2% 

2%ль*% C%л%“=2/е, C!,чем “,…,. C%л%“=2/. 
ше!“2 …/. …%“*%" %…= “" ƒ=л= "“ег% 2;
2) "“ег% м=м= “" ƒ=л= 64 C%л%“=2/. …%“*=;
3) 20 м=м,…/. …%“*%" $ %!=…›е"/е, C%-

л%“=2/е, “" ƒ=…/ ,ƒ “ме“, ше!“2, “ C%л,-
=м,д%м;

4) “,…,. …%“*%", “" ƒ=……/. K=K3ш*%L, 
12 ш23*;

5) "“ег% 3 `…=2%л,  384 …%“*=;
6) 104 …%“*=, “" ƒ=……/. K=K3ш*%L, “" ƒ=-

…/ ,ƒ ч,“2% ше!“2 …%L C! ›, ,  "л ю2“  
%д…%2%……/м,;

7) 32 …%“*= " *%м%де “" ƒ=…/ м=м%L, %!=…-
›е"/е, C%л%“=2/е , 100% ше!“2 …/е;

8) 94 …%“*= %2 м=м/ …= 100% ше!“2 …/е, 
,ƒ …,. 6 …%“*%" $ %д…%2%……% “,…,е;

9) !%"…% 4 м=м,…/. …%“*= “,…,е, C%л%“=-
2/е , ,ƒ ч,“2%L ше!“2,;

10) K=K3ш*= “" ƒ=л= …= 80 …%“*%" K%льше 
м=м/;

11) 38 K=K3ш*,…/. …%“*%" C%л%“=2/е …= 
",д, %!=…›е"/е , “" ƒ=…/ ,ƒ “ме“, ше!“2, 
“ C%л,=м,д%м;

12) …, м=ме, …, K=K3ш*е …е …!=" 2“  
%!=…›е"/е %д…%2%……/е C%л3ше!“2 …/е …%-
“*,, %…, 2=*,е …е " ›32.

j=›д%е 32!% ̀ …=2%л,L ƒ=C3“*=е2 C!%г!=м-
м3, *%2%!=  %C!едел е2, *=*,е …%“*, ем3 
…3›…% …=де2ь дл  2%г%, ч2%K/ де…ь C!%шел 
3д=ч…%. Š=* *=* =лг%!,2м "/K%!= …=,л3ч-
ш,. …%“*%" %че…ь “л%›е…, !е*%ме…д=ц,, 
"/"%д 2“  …= .*!=… C%“2еCе……% , 32%ч… ю2 
д!3г д!3г=. j=›д=  !е*%ме…д=ц,   "л е2“  
C!%“2/м "/“*=ƒ/"=…,ем C!% ц"е2, !,“3…%* 
,л, “%“2=" …%“*%", C%! д%* "/"%д= ,. м%-
›е2 K/2ь люK/м. j C!,ме!3, C!%г!=мм= м%-
›е2 "/д=2ь C%“лед%"=2ель…% "/“*=ƒ/"=…,  
&o%л%“=2/е[, &xе!“2 …/е[, &n!=…›е"/е[ 
,л, ›е &o%л3ше!“2 …/е[, &q,…,е[, &nд-
…%2%……/е[.

qег%д…  C!%г!=мм= "/д=л= `…=2%л,ю 
2!, !е*%ме…д=ц,,. oе!"=  !е*%ме…д=ц,  
C!,…е“л= 1 K,2 ,…-%!м=ц,,, "2%!=  !е*%-
ме…д=ц,  $ е?е 3 K,2= ,…-%!м=ц,,, 2!е2ь  
!е*%ме…д=ц,  $ 2 K,2=. nC!едел,2е, *=*,е 
…%“*, “ег%д…  …= `…=2%л,,.

o3Kл,*=ц,ю C% м=2ем=2,*е 
C%дг%2%",л, h.j%м=!че", `.l%,“ее", 

q.o!е%K!=›е…“*,L; 
C% -,ƒ,*е $ Š.`…д!ее"=; 

C% ,…-%!м=2,*е $ q.j%“2%3!%", 
e.j!/л%"=, j.oл%2…,*%"= 

Московский государственный технический 
университет имени Н.Э. Баумана
ФИЗИКА 

ОЛИМПИАДА «ШАГ В БУДУЩЕЕ»

Отборочный тур
Вариант 1

1. m= 2ел% м=““%L m = 5 *г деL“2"3е2 “,л= 
xF , г!=-,* *%2%!%L C!ед“2="л е2 “%K%L C%-

л3%*!3›…%“2ь (!,“. 1). m=Lд,2е !=K%23 .2%L 
“,л/ ƒ= "!ем  %2 …3л  д% 5 “, е“л, …=ч=ль-
…=  “*%!%“2ь 2ел= v0x = 2,85 м/“.

2. l=ле…ь*=  ш=LK= м=““%L m = 2 *г, д",-
г= “ь C% гл=д*%м3 г%!,ƒ%…2=ль…%м3 “2%л3 “% 
“*%!%“2ью v0 = 3 м/c , "“2!еч=е2 …= “"%ем 
C32, …еƒ=*!еCле……3ю г%!*3 м=““%L l = 
= 10 *г “ Cл="…% ме… ю?,м“  3гл%м …=*л%…= 

(!,“.2). x=LK= C%д…,м=е2“  C% C%"е!.…%-
“2, г%!*, …= …е*%2%!3ю "/“%23, = ƒ=2ем, …е 
д%“2,г…3" "е!ш,…/, “%“*=льƒ/"=е2 "…,ƒ. 
m=Lд,2е м%д3ль “*%!%“2, ш=LK/ C%“ле ее 
“%“*=льƒ/"=…, . Š!е…,ем C!е…еK!ечь.

3. b ме.=…,че“*%L “,“2еме, ,ƒ%K!=›е……%L 
…= !,“3…*е 3, м=““= Kл%*= ,ƒ"е“2…= , !="…= 
M = 2m, м=““= г!3ƒ= m, ›е“2*%“2ь C!3›,-

} j g ` l e m ` 0 h n m m{ e  l ` Š e p h ` k {

Рис. 1 Рис. 2
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…/ k. c!3ƒ C%“!ед“2"%м …,2,, Cе!е*,…32%L 
че!еƒ Kл%*, “" ƒ=… “ C!3›,…%L. m=Lд,2е 
Cе!,%д *%леK=…,L г!3ƒ=. aл%* C!ед“2="л е2 
“%K%L 2%…*%“2е……/L ц,л,…д!.

Рис. 3

4. q2% ш=!%", м=““/ *%2%!/. 1 *г, 2 *г, 
3 *г, …, 100 *г, !=“C%л%›е…/ C%“лед%"=-
2ель…% …= C! м%м …е"е“%м%м “2е!›…е, C!,-
чем !=““2% …,  ме›д3 це…2!=м, “%“ед…,. 
ш=!%" %д,…=*%"/ , !="…/ = (!,“.4). q це…-
2!%м *=*%г% ш=!= “%"C=д=е2 це…2! м=““ “,-
“2ем/? b %2"е2е 3*=›,2е …%ме! ш=!=.

Рис. 4

5. d"е “-е!/ %KAем=м,  , 
 “%ед,…е…/ *%!%2*%L 2!3K*%L, " 

*%2%!%L ,мее2“  C%!,“2=  Cе!ег%!%д*=. q ее 
C%м%?ью м%›…% д%K,2ь“  !="е…“2"= д="ле-
…,L " “%“3д=., …% …е !="е…“2"= 2емCе!=23!. 
b ,“.%д…%м “%“2% …,, “,“2ем= …=.%д,2“  
C!, 2емCе!=23!е 27 CT    , “%де!›,2 *,“-
л%!%д C%д д="ле…,ем ! = 760 мм !2. “2. l=-
л=  “-е!= C%ме?=е2“  " “%“3д “% льд%м C!, 
2емCе!=23!е 1 0 CT   , = K%льш=  $ " “%-
“3д “ C=!%м C!, 2емCе!=23!е 2 100 CT   .
m=Lд,2е д="ле…,е, *%2%!%е 3“2=…%",2“  " “,“2е-
ме. ŠеCл%"/м !=“ш,!е…,ем “-е! C!е…еK!ечь.
6. q г=ƒ%%K!=ƒ…/м гел,ем C!%"%д,2“  

ц,*л,че“*,L C!%це““, “%“2% ?,L ,ƒ C!%-
це““= 1$2, ,ƒ%.%!/ 2$3 , C!%це““= 3$1 “ 
л,…еL…%L ƒ=",“,м%“2ью д="ле…,  %2 %KAем=. 
m=Lд,2е %2…%ше…,е %KAем%" " “%“2% …, . 
2 , 1, е“л, " ц,*ле 1$2$3$1 г=ƒ “%"е!ш,л 
!=K%23 ` = 200 d›, = " ,ƒ%.%!,че“*%м C!%-
це““е 2$3 %2 г=ƒ= %2"ел, *%л,че“2"% 2еCл%2/ 
Q = 900 d›.
7. b “.еме, ,ƒ%K!=›е……%L …= !,“3…*е 5, 

}dq ,“2%ч…,*= 2%*=  = 10 b, “%C!%2,"ле-
…,е *=›д%г% !еƒ,“2%!= R = 1 nм. m=Lд,2е 
…=C! ›е…,е, *%2%!%е C%*=›е2 ,де=ль…/L 

"%ль2ме2! V. b…32!е……,м “%C!%2,"ле…,ем 
,“2%ч…,*= 2%*= C!е…еK!ечь. n2"е2 3*=›,2е 
" "%ль2=. цел/м ч,“л%м.

Рис. 5

8. oл%“*%-"/C3*л=  л,…ƒ= “ !=д,3“%м 
*!,",ƒ…/ R = 50 “м ,мее2 %C2,че“*3ю “,л3 
1D  = 1 дC2!. m=Lд,2е %C2,че“*3ю “,л3 .2%L 

л,…ƒ/, е“л, C%“е!еK!,2ь ее “-е!,че“*3ю 
C%"е!.…%“2ь. q"е2 C=д=е2 …= …е C%“е!еK!е…-
…3ю C%"е!.…%“2ь (!,“.6).

Рис. 6 Рис. 7

9. o% д"3м ме2=лл,че“*,м C=!=ллель…/м 
!еL*=м, !=“C%л%›е……/м " г%!,ƒ%…2=ль…%L 
Cл%“*%“2, , ƒ=м*…32/м …= *%…де…“=2%! ем-
*%“2ью q, м%›е2 Kеƒ 2!е…,  д",г=2ь“  C!%-
"%д…,* м=““%L m , дл,…%L L (!,“.7). b“  
“,“2ем= …=.%д,2“  " %д…%!%д…%м м=г…,2…%м 
C%ле, ,…д3*ц,  *%2%!%г% !="…= b , …=C!="-
ле…= ""е!., Cе!Cе…д,*3л !…% г%!,ƒ%…2=ль-
…%L Cл%“*%“2,. j “е!ед,…е C!%"%д…,*= Cе!-
Cе…д,*3л !…% * …ем3 , C=!=ллель…% !еL*=м 
C!,л%›е…= “,л= F. nC!едел,2е 3“*%!е…,е 
C!%"%д…,*=, е“л, “%C!%2,"ле…,е !ее*, C%д-
"%д ?,. C!%"%д%" , C%д",›…%г% C!%"%д…,-
*= !="…% …3лю. qч,2=L2е, ч2% " …=ч=ль…/L 
м%ме…2 “*%!%“2ь C!%"%д…,*= !="…= …3лю.

Заключительный тур
Вариант 1

1. Š!, ш=!= %д,…=*%"/. !=ƒме!%", …% 
!=ƒл,ч…/. м=““ C%д"еше…/ ! д%м …= …,2 . 
%д,…=*%"%L дл,…/ , “%C!,*=“=ю2“ . x=! 
м=““%L m1 = 1,2 *г %2*л%… ю2 2=*, ч2% %… 
C%д…,м=е2“  …= "/“%23 H = 9 “м, , %2C3“*=-
ю2 (!,“.8). m= *=*3ю "/“%23 2h  C%д…,ме2“  
ш=! м=““%L m2, е“л, C%“ле “%3д=!е…,  Cе!-
"%г% ш=!= “% "2%!/м, = "2%!%г% “ 2!е2ь,м 
"“е 2!, ш=!= K3д32 ,ме2ь %д,…=*%"/е ,м-
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C3ль“/? b“е “%3д=!е…,  “ч,2=2ь =K“%лю2…% 
3C!3г,м,.

2. m= Cл%“*3ю C%"е!.…%“2ь 2%…*%L Cл%-
“*%-"%г…32%L %2!,ц=2ель…%L л,…ƒ/ …=…е“е…% 
=K“%лю2…% %2!=›=ю?ее C%*!/2,е. m= "%г…3-
23ю C%"е!.…%“2ь л,…ƒ/ C=д=е2 3ƒ*,L C3ч%* 
,мC3ль“…%г% л=ƒе!…%г% ,ƒл3че…,  “ .…е!г,-
еL W = 5 d› , дл,2ель…%“2ью 810 c  . 
o=д=ю?,L л3ч !=“C!%“2!=… е2“  C=!=ллель-
…% гл="…%L %C2,че“*%L %“, л,…ƒ/ …= !=““2%-
 …,, 2F  %2 %“, (F $ -%*3“…%е !=““2% …,е 
л,…ƒ/). m=Lд,2е "ел,ч,…3 “!ед…еL “,л/, 
деL“2"3ю?еL …= л,…ƒ3 “% “2%!%…/ “"е2=, 
е“л, C%л%",…= л=ƒе!…%г% ,ƒл3че…,  C%гл%-
?=е2“  " л,…ƒе. n2!=›е…,ем %2 C%"е!.…%“2, 
л,…ƒ/ (Kеƒ C%*!/2, ) C!е…еK!ечь.

3. b “%“3де %KAем%м  …=.%д,2“  
m = 1 г 2!,2,  (,ƒ%2%C= "%д%!%д= “ =2%м…%L 
м=““%L ̀  = 3) C!, 2емCе!=23!е 27 Ct   . g= 
12 ле2 C%л%",…=  де! 2!,2,  C!е"!=?=е2“  
"  д!= гел, . m=Lд,2е д="ле…,е " “%“3де " 
*%…це .2%г% “!%*=.
4. hƒ C!%"%д…,*%" ,ƒг%2%"ле… *3K. b !е-

K!= *3K= "“2!%е…/ *=23ш*, ,…д3*2,"…%“2ью 
L = 0,1 c… *=›д=  , !еƒ,“2%!/ “%C!%2,"ле-
…,ем R = 24 nм *=›д/L (!,“.9). j *лемм=м 
` , b C%д*люче… ,“2%ч…,* Cе!еме……%г% 
…=C! ›е…,  “ =мCл,23д…/м ƒ…=че…,ем 0U  = 
= 400 b , ц,*л,че“*%L ч=“2%2%L 1300 c  . 
m=Lд,2е деL“2"3ю?ее ƒ…=че…,е “3мм=!…%г% 
2%*=, C!%2е*=ю?ег% " цеC, `b.
5. o3ч%* ч=“2,ц м=““%L m , ƒ=! д%м q 

*=›д=  C!%.%д,2, …е %2*л%…  “ь %2 C! -
м%л,…еL…%L 2!=е*2%!,,, че!еƒ %Kл=“2ь, 
" *%2%!%L “%ƒд=…/ "ƒ=,м…% Cе!Cе…д,*3-
л !…/е .ле*2!,че“*%е , м=г…,2…%е C%л  “ 
…=C! ›е……%“2ью E , ,…д3*ц,еL B. g=2ем 
C3ч%* C%C=д=е2 …= ƒ=ƒемле……3ю м,ше…ь. 
nC!едел,2е “,л3, “ *%2%!%L C3ч%* деL“2"3е2 
…= м,ше…ь, е“л, 2%* " C3ч*е !="е… I. rд=!/ 
ч=“2,ц % м,ше…ь “ч,2=2ь =K“%лю2…% …е3C!3-
г,м,. q,л3 2 ›е“2, …е 3ч,2/"=2ь.
6. o3…*2/ ` , b !=“C%л%›е…/ …= !=““2%-

 …,, L = 4 *м д!3г %2 д!3г=. hƒ C3…*2= ` 

C% …=C!="ле…,ю * C3…*23 b "/е.=л м%2%ц,-
*л,“2, *%2%!/L д",г=л“  “ C%“2% ……%L “*%-
!%“2ью " 2ече…,е "“ег% "!еме…, д",›е…, . 
nд…%"!еме……% …="“2!еч3 Cе!"%м3 м%2%ц,-
*л,“23 ,ƒ C3…*2= b “ …=ч=ль…%L “*%!%“2ью 
v0 = 32 м/“ "/е.=л "2%!%L м%2%ц,*л,“2, 
д",›3?,L“  “ C%“2% ……/м 3“*%!е…,ем 
a = 0,2 м/“2, …=C!="ле……/м "“е "!ем  2=* 
›е, *=* “*%!%“2ь Cе!"%г% м%2%ц,*л,“2=. 
hƒ"е“2…%, ч2% " C32, м%2%ц,*л,“2/ д"= !=ƒ= 
%Kг%… л, д!3г д!3г=. b *=*,. C!едел=. ле-
›,2 “*%!%“2ь Cе!"%г% м%2%ц,*л,“2=?

Вариант 2
1. q*%!%“2ь 2ече…,  !е*, "%ƒ!=“2=е2 

C!%C%!ц,%…=ль…% !=““2% …,ю %2 Kе!ег=, 
д%“2,г=  “"%ег% м=*“,м=ль…%г% ƒ…=че…,   
v0 = 4 *м/ч …= “е!ед,…е !е*,. r Kе!ег%" 
“*%!%“2ь 2ече…,  !="…= …3лю. k%д*= д",›е2-
“  C% !е*е 2=*,м %K!=ƒ%м, ч2% ее “*%!%“2ь 
u = 2 *м/ч %2…%“,2ель…% "%д/ C%“2% ……= , 
Cе!Cе…д,*3л !…= 2ече…,ю. m=Lд,2е ш,!,…3 
!е*, b, е“л, ƒ= "!ем  Cе!еC!="/ л%д*= K/л= 
“…е“е…= 2ече…,ем …= !=““2% …,е L = 500 м.

2. r “2е…*,, *=“= “ь ее, ле›,2 *=23ш*= 
м=““%L m = 1 *г , !=д,3“=м, R , 2R, …= 
"…32!е……,L ц,л,…д! *%2%!%L …=м%2=…= …,2ь 
(!,“. 10). g= …,2ь 2 …32 "е!2,*=ль…% "…,ƒ. 
o!, *=*%м ƒ…=че…,, “,л/ …=2 ›е…,  …,2, F 
*=23ш*= …=ч…е2 "!=?=2ь“ ? j%.--,ц,е…2/ 
2!е…,  % C%л , “2е…*3 %д,…=*%"/ , !="…/ 
  = 0,1. r“*%!е…,е “"%K%д…%г% C=де…,  C!,-
… 2ь !="…/м g = 10 м/“2.

3. b ,…2е!-е!е…ц,%……%L “.еме C=!=л-
лель…/L C3ч%* м%…%.!%м=2,че“*%г% “"е2= 
“ дл,…%L "%л…/   = 0,5 м*м C=д=е2 C%д 
3гл%м 60    …= “,“2ем3 ,ƒ д"3. Cл%“*%-
C=!=ллель…/. C%л3C!%ƒ!=ч…/. ƒе!*=л 1 , 2 
(!,“.11). )=“2ь “"е2%"%г% C3ч*= %2!=›=е2“  
%2 ƒе!*=л= 1, %“2="ш= “  ч=“2ь, C!%Lд  ƒе!-
*=л% 1, ч=“2,ч…% %2!=›=е2“  %2 ƒе!*=л= 2 ,, 
“…%"= C!%Lд  ƒе!*=л% 1, "ме“2е “ C3ч*%м, 
%2!=›е……/м %2 ƒе!*=л= 1, “ C%м%?ью “%K,-

Рис. 10 Рис. 11

Рис. 8 Рис. 9
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!=ю?еL л,…ƒ/ k -%*3“,!3е2“  …= C!,ем…,* 
o, “,г…=л *%2%!%г% C!%C%!ц,%…=ле… ,…2е…-
“,"…%“2, C=д=ю?ег% …= …ег% “"е2=. m=Lд,2е 
ч=“2%23 Cе!еме……%г% “,г…=л=, !ег,“2!,!3е-
м%г% C!,ем…,*%м, е“л, "2%!%е ƒе!*=л% !="-
…%ме!…% д",›е2“  %2…%“,2ель…% Cе!"%г% “% 
“*%!%“2ью u = 0,01 “м/“.
4. Š%…*%е ›е“2*%е д,.ле*2!,че“*%е *%ль-

ц% м=““%L m , !=д,3“%м R м%›е2 “"%K%д…% 
"!=?=2ь“  "%*!3г -,*“,!%"=……%L "е!2,-
*=ль…%L %“, n, Cе!Cе…д,*3л !…%L Cл%“*%-
“2, *%льц=. j%льц% !="…%ме!…% ƒ=! ›е…% C% 
дл,…е, ег% ƒ=! д !="е… Q. mеK%льш%L *3“%* 
*%льц= " %Kл=“2, 2%ч*, ` "/!еƒ=… 2=*, ч2% 
C%л3ч,л“  ƒ=ƒ%! дл,…%L L R  (!,“.12). 
b …=ч=ль…/L м%ме…2 *%льц% C%*%,л%“ь, 
C%“ле чег% K/л% "*люче…% %д…%!%д…%е .ле*-
2!,че“*%е C%ле E, Cе!Cе…д,*3л !…%е %“, 
*%льц= , C! м%L n`. m=Lд,2е м=*“,м=ль-
…3ю 3гл%"3ю “*%!%“2ь *%льц=.

Рис. 12

5. hде=ль…/L %д…%=2%м…/L г=ƒ " *%л,че-
“2"е   м%леL 3ч=“2"3е2 " C!%це““е, дл  *%-
2%!%г% "/C%л… е2“  3“л%",е pVn = const, где 
n $ ,ƒ"е“2…/L C%*=ƒ=2ель “2еCе…,. b !еƒ3ль-
2=2е C!%2е*=…,  2=*%г% C!%це““= д="ле…,е 
г=ƒ= 3"ел,ч,л%“ь " k !=ƒ, = ег% 2емCе!=23!= 
“2=л= !="…%L 2T . nC!едел,2е ,ƒме…е…,е 
"…32!е……еL .…е!г,, г=ƒ= " .2%м C!%це““е.
6. d"= ш=!,*= м=““=м, m , 2m %д,…=-

*%"/. !=ƒме!%" “%ед,…е…/ ме›д3 “%K%L 
C!3›,…%L , ле›=2 …= ,де=ль…% гл=д*%м г%-
!,ƒ%…2=ль…%м “2%ле. b ме…ьш,L ш=!,* C%-
C=д=е2 C3л  м=““%L m, ле2 ?=  "д%ль л,…,, 
це…2!%" ш=!,*%" “% “*%!%“2ью v (!,“.13). 
qч,2=  3д=! =K“%лю2…% …е3C!3г,м, %C!еде-
л,2е =мCл,23д3 *%леK=…,L *=›д%г% ш=!,*= 
C%“ле 3д=!=, е“л, ,ƒ"е“2…= *!3г%"=  ч=“2%2= 
,. *%леK=…,L  . b!ем  “%3д=!е…,  C3л, , 
ш=!,*= %че…ь м=л%.

Вариант 3
1. j%“м,че“*,L C32еше“2"е……,* “%K,!=-

е2“  %2C!=",2ь“  …= k3…3. n… Kе!е2 “ “%K%L 
C!3›,……/е "е“/, г,!ю м=““%L 1m  = 1 *г , 
Kл%*. nC3“2,"ш,“ь …= C%"е!.…%“2ь k3…/, 
*%“м%…="2 C%д…,м=е2 *=ме…ь, *%2%!/L "/-
2 г,"=е2 …= ег% "е“=. ƒ…=че…,е 1 *г. g=2ем 
%… C%д"еш,"=е2 г,!ю , *=ме…ь * …,2,, Cе-
!е*,…32%L че!еƒ Kл%*, , %K…=!3›,"=е2, ч2% 
*=ме…ь %C3“*=е2“  “ 3“*%!е…,ем a = 1,2 м “2.
nC!едел,2е м=““3 *=м… . r“*%!е…,е “"%-
K%д…%г% C=де…,  …= gемле C!,… 2ь !="…/м 
g = 10 м “2. 

2. b…32!, *%ле“=, "“ю м=““3 *%2%!%г% м%›-
…% “ч,2=2ь “%“!ед%2%че……%L " %K%де, Kе›,2 
Kел*=. n2…%ше…,е м=““/ *%ле“= * м=““е Kел*, 
n = 10. j%ле“% Kеƒ 2!е…,  "!=?=е2“  "%*!3г 
“"%еL %“,, *%2%!=  !=“C%л%›е…= г%!,ƒ%…-
2=ль…%. j%.--,ц,е…2 2!е…,  ме›д3 %K%д%м 
*%ле“= , Kел*%L   = 0,5. j=*%е м=*“,м=ль…%е 
C%“2% ……%е л,…еL…%е 3“*%!е…,е = м%›е2 Kел-
*= “%%K?,2ь *%ле“3? r“*%!е…,е “"%K%д…%г% 
C=де…,  C!,… 2ь !="…/м g = 10 м/“2.

3. nKAем …еC%д",›…%г% 2ел=, ,мею?ег% 
-%!м3 *3K=, !="е… 0V . )ем3 K3де2 !="е… 
.2%2 %KAем дл  …=Kлюд=2ел , %2…%“,2ель…% 
*%2%!%г% 2ел% д",›е2“  " …=C!="ле…,, %д-
…%г% ,ƒ “"%,. !еKе! “ !ел 2,",“2“*%L “*%-
!%“2ью, е“л, ,ƒ"е“2…%, ч2% Cл%?=дь C%"е!.-
…%“2, 2ел= 3ме…ьш,л=“ь " 2 !=ƒ= "“лед“2",е 
!ел 2,",“2“*%г% “%*!=?е…,  дл,…?
4. b м,*!%*=л%!,ме2! 2еCл%ем*%“2ью 

C = 100 d›/j C%ме?е…% m0 = 1 мг ,ƒ%2%-
C= *!ем…,  (=2%м…=  м=““= ` = 31). o!, 
!=“C=де  д!= *!ем…,  "/дел е2“  .…е!г,  

194,4 10Q    d›. oе!,%д C%л3!=“C=д= 
,ƒ%2%C= *!ем…,  1 2  = 2 ч 36 м,…. m= 
“*%ль*% C%"/“,2“  2емCе!=23!= *=л%!,ме-
2!= че!еƒ "!ем  t = 52 м,… C%“ле …=ч=л= 
%C/2=?
5. mеƒ=*!еCле……=  C%л3“-е!= !=д,3“%м R 

, м=““%L l !="…%ме!…% ƒ=! ›е…= ƒ=! д%м 
+Q. l=ле…ь*,L ш=!,* м=““%L m , ƒ=! д%м 
+q 3де!›,"=е2“  …,2ью " це…2!е C%л3“-е!/ 

Рис. 13 Рис. 14



57

(!,“.14). j=*3ю м=*“,м=ль…3ю “*%!%“2ь 
C!,%K!е2е2 C%л3“-е!=, е“л, …,2ь Cе!е›ечь? 
l=““3 …,2, , г!=",2=ц,%……%е "ƒ=,м%деL-
“2",е …е 3ч,2/"=2ь.
6. d"= …еK%льш,. ш=!,*=, ,мею?,. %д,-

…=*%"/е м=““/ , ƒ=! д/ , …=.%д ?,.“  …= 
%д…%L "е!2,*=л, …= "/“%2=. 1h  , 2h , K!%“,-
л, " %д…3 “2%!%…3 " г%!,ƒ%…2=ль…%м …=C!="-

ле…,, “ %д,…=*%"/м, “*%!%“2 м, v. oе!"/L 
ш=!,* *%“…3л“  ƒемл, …= !=““2% …,, L %2 
"е!2,*=л, K!%“=…, . m= *=*%L "/“%2е 2H  
" .2%2 м%ме…2 …=.%д,л“  "2%!%L ш=!,*? 
q%C!%2,"ле…,ем "%ƒд3.= , "л, …,ем ,…д3-
ц,!%"=……/. …= ƒемле ƒ=! д%" C!е…еK!ечь.

o3Kл,*=ц,ю C%дг%2%",л ~.q2!3*%"

nŠbeŠ{, rj`g`mh“, pexemh“

nŠbeŠ{, rj`g`mh“, pexemh“

«КВАНТ» ДЛЯ МЛАДШИХ ШКОЛЬНИКОВ

(“м. &j"=…2[ 1 9)
1. l%г32.
m= !,“3…*е 1 C%*=ƒ=… C!,ме! !=““2=…%"*, ц,-!, " 
*%2%!%м ч,“л% 2021 м%›…% C!%че“2ь 34 “C%“%K=м,.

Рис. 1
2. qг,K=…,е л,“2= “%"ме?=е2 “,мме2!,ч…/е %2…%-
“,2ель…% л,…,, “г,K= 2%ч*,. o%.2%м3 , “г,K/, , 
C!%*%л/, "/C%л…е……/е …= “%г…32%м л,“2е, C% " 2“  
C=!=м, “,мме2!,ч…/. д!3г д!3г3. g…=ч,2, *%гд= 
tед  !=ƒ"е!…е2 л,“2%*, …= …ем K3де2 д"е л,…,, 
"2%!%г% “г,K=, “,мме2!,ч…/е %2…%“,2ель…% л,…,, 
Cе!"%г% “г,K= (!,“. 2). ` C!%*%л%" K3де2 д"е C=!/, 
C!,чем " *=›д%L C=!е C!%*%л/ “,мме2!,ч…/ %2…%-
“,2ель…% &“"%еL[ л,…,, "2%!%г% “г,K=. j!%ме 2%г%, 
“=м, C=!/ K3д32 “,мме2!,ч…/ д!3г д!3г3 %2…%“,-
2ель…% л,…,, Cе!"%г% “г,K=.

Рис. 2

e“л, “г,K/ …е C=!=ллель…/, 2% "“е C!%*%л/ 
!="…%3д=ле…/ %2 2%ч*, Cе!е“ече…,  “г,K%", C%.2%м3 
%…, ле›=2 …= %*!3›…%“2, “ це…2!%м " .2%L 2%ч*е 
(!,“. 3). e“л, ›е “г,K/ C=!=ллель…/, 2% "“е 
C!%*%л/ ле›=2 …= C! м%L, Cе!Cе…д,*3л !…%L 
л,…, м “г,K%".
3. g= 2!, C%C/2*,.
nце…*=. o!, Cе!"%L C%C/2*е м%›е2 %*=ƒ=2ь“ , ч2% 
"% "“е. C=!=. “3мм/ че2…/. Š%гд= oе2  K3де2 ƒ…=2ь 
2%ль*%, ч2% " *=›д%L C=!е …%ме!= %д…%L че2…%“2,. 

nKAед,…   C!, "2%!%L C%C/2*е *=!2%ч*, ,ƒ !=ƒ…/. 
C=!, %… …е “м%›е2 г=!=…2,!%"=2ь, ч2% …%ме!= 3 …,. 
K3д32 !=ƒ…%L че2…%“2,.
o!,ме!. g= 2!, C%C/2*, oе2  м%›е2 д%“2,чь “"%еL 
цел,, …=C!,ме!, 2=*. n… "/*л=д/"=е2 *=!2%ч*, C% 
*!3г3 , м/“ле……% %2меч=е2 C%л%",…3 ,ƒ …,. че!еƒ 
%д…3. dл  Cе!"%L C!%"е!*, %… %KAед,… е2 " C=!3 
*=›д3ю %2мече……3ю *=!2%ч*3 “ “%“ед…еL “C!="=, = 
дл  "2%!%L $ “ “%“ед…еL “ле"=. Š=*,м %K!=ƒ%м, C!% 
*=›д3ю C=!3 “%“ед…,. *=!2%че* oе2  3ƒ…=е2, %д…%L 
че2…%“2, ,. …%ме!= ,л, …е2. Š%гд= %… K3де2 ƒ…=2ь 
.2% , C!% *=›д3ю C=!3 *=!2%че*. Š=* *=* *=!2%че* 
“ …ече2…/м, , че2…/м, …%ме!=м, C%!%"…3, 2% C!, 
2!е2ьеL C%C/2*е oе2  “м%›е2 !=ƒK,2ь ,. …= C=!/ “ 
…%ме!=м, !=ƒ…%L че2…%“2,.
4. 6.
Š=* *=* *=›д=  ,ƒ “3мм

Š + p + h + d + e + b + “ + Š + | 
, 

Š + p + h + d + e + q + “ + Š + | 
*!=2…= 3, 2% .2,м ›е “"%L“2"%м %Kл=д=е2 , ,. 
!=ƒ…%“2ь, !="…=  b − q. qлед%"=2ель…%, ,“*%м=  
ц,-!= C!,…=дле›,2 м…%›е“2"3 {0, 6, 9}. m% …%ль, 
*=* лег*% ",де2ь, ƒ=ш,-!%"=… м г*,м ƒ…=*%м. 
o%*=›ем, ч2% K3*"%L q ƒ=ш,-!%"=…= …е де" 2*=. 
nK%ƒ…=ч," че!еƒ u …е ƒ=ш,-!%"=……3ю е?е ц,-!3, 
"%“C%льƒ3ем“  2ем, ч2% “3мм= 
Š + p + h + d + e + b + “ + Š + | = 45 + Š − q − u 
дел,2“  …= 9. p="е…“2"% q = 9 %ƒ…=ч=л% K/, ч2% 
!=ƒ…%“2ь Š − u *!=2…= 9, ч2% …е"%ƒм%›…%. Š=*,м 
%K!=ƒ%м, %“2=е2“  ед,…“2"е……/L "=!,=…2: q = 6.

Рис. 3



КАЛЕЙДОСКОП «КВАНТА»
Вопросы и задачи

1. mе2, …е“%"ме“2,м=. o%д "…еш…,м "%ƒдеL“2",ем 
"“е 2%ч*, =K“%лю2…% 2"е!д%г% 2ел= д%л›…/ K/л, K/ 
C!,д2, " д",›е…,е %д…%"!еме……%. m% .2% …е"%ƒм%›…%, 
2=* *=* "%ƒдеL“2",е Cе!ед=е2“  “ *%…еч…%L “*%!%“2ью.
2. mе2, …ельƒ . Š=*,е д",›е…,  $ &C“е"д%,…е!ц,%…-
…/е[, *%гд= м%›…% C!е…еK!ечь м=л/м, 2%!м%ƒ ?,м, 
.2, 2ел= “,л=м,. &h“2,……%е[ д",›е…,е C% ,…е!ц,, $ 
2%ль*% !="…%ме!…%е.
3. b Cе!"%м “л3ч=е “,л= 2!е…,  " !е=ль…%м Kл%*е 
C%м%г=е2 3де!›,"=2ь г!3ƒ, = "% "2%!%м “л3ч=е C!,-
.%д,2“  C!,*л=д/"=2ь д%C%л…,2ель…/е 3“,л,  дл  
ее C!е%д%ле…, .
4. d= $ дл  ,де=ль…%L …е"е“%м%L C!3›,…/. mе2 $ 
дл  !е=ль…%L: C!, C%д“че2е !=K%2/ C!,де2“  3ч,2/-
"=2ь “,л3 2 ›е“2, “=м%L C!3›,…/.
5. gемл  $ …е Cл%“*= , = ш=!%%K!=ƒ…= . o%л%›е…,е 
!="…%"е“,  ш=!,*= …=.%д,2“  " це…2!е “2%л=. g…=-
ч,2, ш=!,* K3де2 *%леK=2ь“  %*%л% .2%г% C%л%›е…, .
6. b "=*33ме .2, "!еме…= K/л, K/ !="…/. b "%ƒд3.е 
C!, “C3“*е *,…е2,че“*=  .…е!г,  м ч= ме…ьше, чем 
C!, C%дAеме, …= "ел,ч,…3 !=K%2/, ƒ=2!=че……%L …= 
C!е%д%ле…,е “,л/ “%C!%2,"ле…, . qлед%"=2ель…%, 
…= люK%L "/“%2е “*%!%“2ь м ч= C!, C%дAеме K%льше, 
чем C!, “C3“*е. o%.2%м3 "!ем  C%дAем= м ч= ме…ьше 
"!еме…, C=де…, .
7. bе!…% C!, д",›е…,, " C3“2%2е. o!, C=де…,, ›е 
“ K%льш%L "/“%2/ " "%ƒд3.е “,л= “%C!%2,"ле…,  
"%ƒд3.= %*%л% C%"е!.…%“2, ƒемл, K3де2 !="…= C% м%-
д3лю “,ле 2 ›е“2,. ` C%“ле %2“*%*= .2, “,л/ K3д32 
%д,…=*%"/м, …е 2%ль*% C% м%д3лю, …% , C% …=C!="-
ле…,ю, C%.2%м3 3“*%!е…,е K3де2 !="…% 2g.
8. mе2, …е м%›е2. hƒ-ƒ= Kе“C%! д%ч…/. д",›е…,L 
м%ле*3л ,. *%л,че“2"% " !="…/. %KAем=. ›,д*%“2, 
K3де2 !=ƒл,ч…/м.
9. dл  ›,д*%“2, C%л…ее "/C%л… е2“  3“л%",е …е“›,-
м=ем%“2,; дл  г=ƒ= $ 3“л%",е %2“32“2",  " ƒ*%“2,.
10. dл  “2!%г%г% C!,ме…е…,  3!="…е…,  2еCл%"%г% 
K=л=…“= …3›…%, ч2%K/ C!%це““ C!%2е*=л " 2еCл%,ƒ%-
л,!%"=……%L %K%л%ч*е (Q = 0) , м%›…% K/л% C!е…е-
K!ечь 2е!м,че“*,м !=“ш,!е…,ем "е?е“2" ( 0V  ,
= ƒ…=ч,2, A = 0).
11. m= K%льш,. "/“%2=., где "%ƒд3. “,ль…% !=ƒ!е›е….
12. b це…2!=ль…%L ч=“2, ",д,м/. ƒ"еƒд, где 2емCе-
!=23!= д%“2,г=е2 м,лл,%…%" г!=д3“%", "е?е“2"% “3-
?е“2"3е2 " ",де Cл=ƒм/, " *%2%!%L  д!= .,м,че“*,. 
.леме…2%" …е “" ƒ=…/ “ .ле*2!%…=м,. oл=ƒм=  "л -
е2“  ,де=ль…/м C!%"%д…,*%м , C% “"%,м “"%L“2"=м 
Kл,ƒ*= * ,де=ль…%м3 г=ƒ3.
13. }2% K/л% K/ "е!…% л,шь дл  …е%г!=…,че……%L " 
C!%“2!=…“2"е ƒ=! ›е……%L Cл%“*%“2,.
14. }ле*2!,че“*%е C%ле ƒ=! ›е……%г% *%…де…“=2%!= 
“3?е“2"3е2 …е 2%ль*% "…32!, …ег%, …% , “…=!3›,! 
o%.2%м3 !=K%2= C% Cе!е…%“3 ƒ=! д= “ %д…%L %K*л=д-
*, …= д!3г3ю …е ƒ=",“,2 %2 -%!м/ C32, , %“2=е2“  
!="…%L A = Uq.

15. m=C! ›е…,е ме…ьше }dq ,ƒ-ƒ= …=л,ч,  "…3-
2!е……ег% “%C!%2,"ле…, . p=ƒ…,ц= !="…= C!%,ƒ"еде-
…,ю “,л/ 2%*= че!еƒ ,“2%ч…,* …= ег% “%C!%2,"ле…,е.
16. b“лед“2",е *%…еч…/. 3гл%"/. !=ƒме!%" …=шег% “"е-
2,л= ( 0,5  ) C3ч*, л3чеL %2 !=ƒ…/. ег% 2%че* ме›д3 
“%K%L …е C=!=ллель…/. o%.2%м3 …= C%"е!.…%“2,, !=“-
C%л%›е……%L " -%*=ль…%L Cл%“*%“2, л,…ƒ/, "%ƒ…,*=е2 
,ƒ%K!=›е…,е q%л…ц= м=л%г%, …% *%…еч…%г% !=ƒме!=.
17. j%гд= " %2*!/2/L *%…ец 2!3K/ C%C=д=е2 л3ч “"е2=, 
"…32!, …ее %… ,“C/2/"=е2 м…%›е“2"% %2!=›е…,L, 2=* 
ч2% ш=…“%" "/L2, …=!3›3 3 …ег% %че…ь м=л%. Š=*=  
2!3K= $ .%!%ш=  ,м,2=ц,  =K“%лю2…% че!…%г% 2ел=.

Микроопыт
q*%!%“2ь C=де…,  " "%ƒд3.е C!, 3“2=…%"ле…,, 
!="…%ме!…%г% д",›е…,  …=.%д,2“  " C! м%L ƒ=",-
“,м%“2, %2 м=““/ C=д=ю?ег% 2ел= , " %K!=2…%L %2 
Cл%?=д, л%K%"%г% “ече…, . g=C%л…е……/L *%!%K%* 
3C=де2 !=…ьше, 2=* *=* ег% м=““= K%льше, = Cл%?=д, 
л%K%"%г% “ече…,  3 *%!%K*%" %д,…=*%"/.

ВРЕМЯ ЖИЗНИ ШИПУЧЕЙ ТАБЛЕТКИ 
В СТАКАНЕ ВОДЫ

1. t%!м=ль…% C!=",л% b=…2-c%--= , -%!м3л= ̀ !!е-
…,3“= C!, …е*%2%!/. д%C3?е…, . м%г32 K/2ь C%л3-
че…/ д!3г ,ƒ д!3г=, …% `!!е…,3“3 3д=л%“ь !=“*!/2ь 
-,ƒ,че“*,L “м/“л .2,. ƒ=*%…%ме!…%“2еL, ""ед  
C%… 2,е .…е!г,, =*2,"=ц,,. dл  ш,C3чег% =“C,!,…= 
C!, …=г!е"=…,, "%д/ " “2=*=…е %2 20 д% 30 г!=д3“%" 
0ель“,  "!ем  ›,ƒ…, 2=Kле2*, 3ме…ьш=е2“  C!,ме!-
…% " 2,2 !=ƒ=. 
2. p=ƒме!…%“2ь -3…*ц,, !=“C!еделе…,  ч=“2,ц C% 
.…е!г,, Ef  !="…= %K!=2…%L "ел,ч,…е %2 !=ƒме!…%“2, 
.…е!г,,.
3. h…2е!е“…/L , "=›…/L "%C!%“. dеL“2",2ель…%, 
.%л%д…/. ч=“2,ц K%льш,…“2"% , %…, …е 3ч=“2"3ю2 " 
!е=*ц,,. m% ƒ= %че…ь *%!%2*%е "!ем  3K/ль г%! ч,., 
C!%!е=г,!%"="ш,. ч=“2,ц *%мCе…“,!3е2“  C!,.%д%м 
ч=“2,ц ,ƒ &.%л%д…%L ч=“2,[ м=*“"елл%"“*%г% !=“-
C!еделе…, . h…/м, “л%"=м,, ,ƒ-ƒ= “2%л*…%"е…,L 
C!=*2,че“*, мг…%"е……% "%““2=…="л,"=е2“  …3›…%е 
!=“C!еделе…,е ч=“2,ц C% .…е!г,,, " *%2%!%м %C 2ь 
е“2ь г%! ч,е ч=“2,ц/, “C%“%K…/е д=лее 3ч=“2"%"=2ь " 
!е=*ц,,. }2,м C%… 2,е .…е!г,, =*2,"=ц,, %2л,ч=е2-
“  %2 C%… 2,  C%!%г= !е=*ц,, (,л, .…е!ге2,че“*%г% 
C%!%г= "ƒ=,м%деL“2", ) ,ƒ%л,!%"=……/. ,л, %д,…%ч-
…/L ч=“2,ц, …=C!,ме! " !е=*ц, . C!, ,. C=!…/. 
“2%л*…%"е…, .. o%C!%K3L2е %це…,2ь “=м%“2% 2ель…%, 
ƒ= *=*%е "!ем  3“2=…="л,"=е2“  !="…%"е“…%е !=“C!е-
деле…,е ч=“2,ц C% .…е!г,, " …=шеL ƒ=д=че.
4. q=м/L C!%“2%L “C%“%K 3“*%!,2ь C!%це““ $ .2% 
3"ел,ч,2ь C%"е!.…%“2ь, …= *%2%!%L C!%,“.%д,2 !е-
=*ц, , …=C!,ме! ,ƒмельч,2ь (!=“2%л%чь) 2=Kле2*3. 
r"ел,ч,2ь “*%!%“2ь !е=*ц,, ,…%гд= 3д=е2“  ,…-
2е…“,"…/м Cе!емеш,"=…,ем !=“2"%!= “ !е=ге…2=м, 
,л, д%K="ле…,ем д!3г,. "е?е“2" $ 2=* …=ƒ/"=ем/. 
*=2=л,ƒ=2%!%".
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5. g=*%…/ “2=2,“2,*, …е !=K%2=ю2, *%гд= ч=“2,ц 
м=л%. b/ м%›е2е “=м%“2% 2ель…% %це…,2ь, C3“2ь 
%че…ь C!,Kл,›е……%, "е!.…юю г!=…,ц3 ,л, дл,…3 
м=*“"елл%"“*%г% ."%“2= “% “2%!%…/ K%льш,. 
.…е!г,L, *%гд= 2=м 3›е м=л% ч=“2,ц, ч2%K/ 
C%льƒ%"=2ь“  ƒ=*%…=м,, “C!="едл,"/м, дл  “,“2ем 
“ K%льш,м ч,“л%м ч=“2,ц. 
6. h“2%ч…,* ƒ"3*= $ C3ƒ/!ь*, 3гле*,“л%г% г=ƒ=, 
*%2%!/е !%›д=ю2“  " "%де, !=“232 , C%*,д=ю2 "%д-
…3ю C%"е!.…%“2ь C!, "“Cл/2,,. g"3* "%ƒ…,*=е2 C!, 
!=ƒ!3ше…,, C3ƒ/!ь*%", *%гд= %…, л%C=ю2“ . o%-
.%›ее  "ле…,е ,“*3““2"е……% м%дел,!3е2“ , C!="д= 
“ д!3г,м, ч=“2%2=м,, …= 3C=*%"%ч…%м м=2е!,=ле $ 
C%л,ме!…%L Cле…*е “ *=C“3л,!%"=……/м, C%л%“2 м,. 
j%гд= "/ C=льц=м, !=ƒд="л,"=е2е C%л%“2,, "%ƒ…,*=-
е2 г!%м*,L ƒ"3* (.л%C%*). ` м=ле…ь*,м C3ƒ/!ь*=м 
%“2=е2“  2%ль*% ш,Cе2ь…  
7. l%›…% C!%“2% "…е“2, ,ƒме…е…,  " 2емCе!=23!-
…/. C%*=ƒ=…, . " 2=Kл,це , Cе!е“2!%,2ь г!=-,* 
(!,“. 2," " “2=2ье). o!, ƒ="/ше……/. C%*=ƒ=…, . 
г!=д3“…,*= …= 5 г!=д3“%" 0ель“,  “*%!!е*2,!%-
"=……/е 2%ч*, K3д32 ле›=2ь ле"ее “2=!/.. m%"%е 
.--е*2,"…%е ƒ…=че…,е .…е!г,, =*2,"=ц,, K3де2 
%2л,ч=2ь“  %2 C!е›…еL "ел,ч,…/ (,ƒме!е……%L &C!=-
",ль…/м[ 2е!м%ме2!%м) C!,ме!…% …= 44 j (2.е. 
ме…ее чем …= 1% %2 “2=!%L "ел,ч,…/). m=д% 2%ль*% 
C%м…,2ь, ч2% *%…“2=…2= “*%!%“2, !е=*ц,, (,л, 
%K!=2…%е "!ем  ›,ƒ…, 2=Kле2*,) %C!едел е2“  …е 
2%ль*% .…е!г,еL =*2,"=ц,,, …% , ,ƒме!е……%L "ел,-
ч,…%L м…%›,2ел  Cе!ед .*“C%…е…2%L, *%2%!/L “,ль-
…% ,ƒме… е2“  C!, “K%е " C%*=ƒ=…, . 2емCе!=23!/. 
8. o!, %K!=ƒ%"=…,, , 3"ел,че…,, !=ƒме!%" C3-
ƒ/!ь*= 2!еK3е2“  .…е!г,  …= “%"е!ше…,е !=K%2/ 
C!%2," “,л д="ле…,  "%д/ …= “2е…*, C3ƒ/!ь*= , …= 
3"ел,че…,е ег% C%"е!.…%“2…%L .…е!г,,. h“2%ч…,* 
…е%K.%д,м%L .…е!г,, $ Cе!е“/?е……/L !=“2"%! 
3гле*,“л%г% г=ƒ=, *%2%!/L %K!=ƒ3е2“  " "%де " .%де 
.,м,че“*%L !е=*ц,,. 
9. j%…еч…%, C=ц,е…2, …е л,ше……/L …=Kлюд=2ель…%“2,, 
“м%›е2 %це…,2ь 2емCе!=23!3 "%ƒд3.= " C=л=2е, ,ме  
“2=*=… “ "%д%L , 2=Kле2*3 ш,C3чег% =“C,!,…=. m% 
2%ч…%“2ь ег% %це…*, K3де2 ƒ=",“е2ь %2 2%г%, “*%ль*% 
!=ƒ мед“е“2!= д=“2 ем3 C!%"е“2, .2%2 %C/2 , K3де2 
л, 3 …ег% …= !3*=. г!=д3,!%"%ч…/L г!=-,* (2,C= 
C!,"еде……%г% …= !,“3…*е 2," " “2=2ье).

МЕЖДУНАРОДНАЯ 
ФИЗИЧЕСКАЯ ОЛИМПИАДА

g=д=ч= 1
`1. q,л= …=C!="ле…= "C!="% , !="…=

2
0 0

�

1
2x
gh l

F
  

   

.

`2. 3 lk k .

`3. 0

1

2
1D h

k

 
   

.

`4.  22
1 0

2
1

2gLh
F

k

  



.

`5. 
2

1c D



 .

b1.  1 0 0 02 ctgx z   .

b2.    
0

2 2
0

2

4

Ez
x

z x
 

 
; “м. !,“. 4.

Рис. 4

b3. 
2

0 0
max

0

2 cosz
x





.

g=д=ч= 2
`1.  

2 2
0

1
4

q
z

R z
 

 
.

`2.  
2

2
0

1
4 2

q z
z

R

 
      

.

`3.   3
04

qe
F z z

R
 


; ƒ=! д *%льц= д%л›е…

K/2ь %2!,ц=2ель…/м.

`4. 3
04

qe

mR
 


.

b1. 3
0

1

16 R
 


.

b2.   3
08

qe
F r r

R



; ƒ=! д *%льц= д%л›е… K/2ь

%2!,ц=2ель…/м.

q1. 
E

f
eqd

 


.

q2. 
1

1
c

eq d
E b

 



.

q3. b/C%л… е2“ .

D1. 
2
04
8

ln

R
C

R
a

 
 .

D2.   0q t   дл  
2
d

t
v

 , 

  0 02
0 1

d t

vR C R Cq t CU e e
  

  
 
 

 дл  
2 2
d d

t
v v

   ,

  0 0 02 2
0

d d t

vR C vR C R Cq t CU e e e
  

  
 
 

 дл  
2
d

t
v

 ;

n Š b e Š { ,  r j ` g ` m h “ ,  p ex e m h “
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“м. !,“. 5.

Рис. 5

E1. 
0

E
f

eCU d
 


.

E2. .

g=д=ч= 3

`1. 
2

min 28

h
E

mL
 .

`2. 
2 2

28
n

h n
E

mL
 , n = 1, 2, 3...

`3. 
2

21
8
3
mcL

h
  .

b1. .

b2. .

b3. 
3 2

3
0

16
3

d
K

h




 
.

b4. .

q1. , .

q2. 1 3l n , .

q3. ,

.

D1.    
3

2 2
0

1

3
, cos

2 i
i

E r t E b r


 
   

 


 
, где

1 2 3b k k 
  

, 2 3 1b k k 
  

, 3 1 2b k k 
  

.

D3.   2
0
5

2cos
2 2x

kx
U x E     

 
,

  2
0
3

cos2 2cos
2yU y E        

 
, 

где 
3
2

ky  .

D4. .

D5. .

САНКТ-ПЕТЕРБУРГСКИЙ 
ПОЛИТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ

ПЕТРА ВЕЛИКОГО

Математика
Отборочный тур

1. 97. 2. 6. 3.  0; 4 . 4. 8. 5. 20. 6. 120. 7. 1. 8. 48. 
9. 9. 10. 3.

Заключительный тур
1. 1332.
g=ме2,м, ч2% 21369 37  $ *"=д!=2 C!%“2%г% ч,“л=. 
q!ед, 1368 …=23!=ль…/. ч,“ел, ме…ьш,. 1369, 
"ƒ=,м…% C!%“2/м, “ …,м K3д32 "“е ч,“л=, *!%ме 36 
ч,“ел, *!=2…/. 37. bƒ=,м…% C!%“2/м, “ 1369 K3д32 
1368 36 1332   ч,“л=.
2. 105.
o%“*%ль*3 

2000 5
105

19 19
 , = 

2200 16
104

21 21
 , 2%

2е2!=дь “2%,2 105 !3KлеL.
3. 2 .
o3“2ь . $ %K?,L *%!е…ь 3!="…е…,L. Š%гд=

2 2 3 0x ax    , 3 22 3 0x ax   .
b/ч,2=  ,ƒ Cе!"%г% 3м…%›е……%г% …= . !="е…“2"= 
"2%!%е, C%л3ч=ем

3 3 0x   , 1x   .
nK?,м *%!…ем м%›е2 K/2ь 2%ль*% 1x   . o!, 

2a    , 2%ль*% " .2%м “л3ч=е %K= 3!="…е…,  ,мею2 
*%!е…ь 1x   .
4.  1; 3 .
oе!еC,шем 3!="…е…,е " ",де

     
21 3 1 1 1

1 3
1 1

x x
y x

x x

   
    

 
,

  1
3 1

1
y x

x
   


.

c!=-,* “,мме2!,че… %2…%“,2ель…% 2%ч*,  1; 3 .
5. 18.
o3“2ь . $ "%ƒ!=“2 h"=…=, = 3 $ "%ƒ!=“2 oе2!= 
“ег%д… . h"=…3 K/л% “2%ль*% ле2, “*%ль*% oе2!3 
2еCе!ь, x y  ле2 2%м3 …=ƒ=д. oе2!3 2%гд= K/л% 

  2y x y y x     ле2. o% 3“л%",ю
 2 2x y x  , 3 4x y .

oе2!3 “2=…е2 “2%ль*% ле2, “*%ль*% h"=…3 2еCе!ь, 
че!еƒ x y  ле2. h"=…3 “2=…е2 2x y , = oе2!3 . 
ле2, " “3мме 3x y . o% 3“л%",ю

3 54x y  .
q 3че2%м C!ед/д3?ег% !="е…“2"= 

3 54, 18, 24y y x   .
6.  2; 2 .
o!е%K!=ƒ3ем Cе!"%е 3!="…е…,е: 

 3 3 6x y x y   ,    2 2 6 0x y x xy y     .
qлед%"=2ель…%,

x y  ,л, 2 2 6x xy y   .
e“л, x y , 2% ,ƒ "2%!%г% 3!="…е…,  C%л3ч=ю2“  
!еше…,   2; 2  ,  2; 2  .
e“л, x2 + xy + y2 = 6, 2% 2xy $ | xy | = 2, xy = 2, x2 + y2 = 4 
, м/ C!,.%д,м * 3›е …=Lде……/м !еше…, м.
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7. , .

rм…%›=  3!="…е…,е …= sin cosx x, C%л3ч=ем
4 4sin cos sin cosx x x x   ,

21 1
1 sin 2 sin 2

2 2
x x   , 2sin 2 sin 2 2x x  .

hƒ C%“лед…ег% !="е…“2"= “лед3е2, ч2%

sin 2 1x   , 2 2
2

x k


    , 

 
4

x k k


      .
8. 1; 

1
2

 .

g=ме…,м " 3!="…е…,, . …= 
1
x

:  1
2 2f f x x

x
    
 

.

rм…%›,м .2% !="е…“2"% …= 2 , "/ч2ем ,ƒ …ег% 
!="е…“2"% ,ƒ 3“л%",  ƒ=д=ч,:

  2
3 4f x x

x
  ,   4 2

3 3
f x x  .

o!%"е!*= C%*=ƒ/"=е2, ч2% …=Lде……=  -3…*ц,  
3д%"ле2"%! е2 3“л%",ю ƒ=д=ч,. r!="…е…,е

  2
3

f x   C!,…,м=е2 ",д

4 2 2
3 3 3

x
x

  , 22 1 0x x    

, ,мее2 *%!…, 1 , 
1
2

 .

9. 35.
o3“2ь R, r $ !=д,3“/ %C,“=……%L , "C,“=……%L 
%*!3›…%“2еL “%%2"е2“2"е……%, = $ %“…%"=…,е 
2!е3г%ль…,*=,   $ 3г%л C!, "е!ш,…е,   $ 3г%л 
C!, %“…%"=…,, 2!е3г%ль…,*=. o%“*%ль*3 це…2! 
"C,“=……%L %*!3›…%“2, ле›,2 …= K,““е*2!,“=. 
2!е3г%ль…,*=, 2% дл  !=д,3“= r "C,“=……%L 
%*!3›…%“2, C%л3ч=ем !="е…“2"%

tg
2 2
a

r


 .

o% 2е%!еме “,…3“%" 2 sina R  , = C%“*%ль*3 
2     , 2     , 2% 2 sin 2a R  . 

o%д“2="," .23 -%!м3л3 " "/!=›е…,е дл  !=д,3“= 
"C,“=……%L %*!3›…%“2,, C%л3ч=ем

sin
2sin 2 tg 2 sin cos

2 cos
2

r R R




     


= 2 24 sin 1 2sin
2 2

R
   
 

,

2 2sin 1 2sin
2 2 4

r
R

    
 

.

o%л3че…% *"=д!=2…%е 3!="…е…,е %2…%“,2ель…%
2sin
2
 . o!, д=……/. " 3“л%",, ƒ=д=ч, 18R  , 

5r   C!,.%д,м * 3!="…е…,ю

2 2 5
sin 1 2sin

2 2 72
    
 

,

,ƒ *%2%!%г% “лед3е2, ч2%
2 1

sin
2 12

  ,л, 2 5

sin
2 12

 .

dл  "/“%2/ h м%›…% …=C,“=2ь -%!м3л3

2

tg 2
tg

2 tg 1 tg
2 2

a r
h r


   

 


.

h2=*,

2 1
sin

2 12

 , 2 11

cos
2 12

 , 2 1

tg
2 11

 , 11h 

,л,
2 5

sin
2 12

 , 2 7

cos
2 12

 , 2 5

tg
2 7

 , 35h  .

b %2"е2 ƒ=C,“/"=ем K%льшее ,ƒ "%ƒм%›…/. ƒ…=че-
…,L: 35h  .

10. 
500
9

 .

o%“2!%,м %“е"%е “ече…,е *%…3“= (!,“. 6).

Рис. 6

o% 3“л%",ю 5OB  , 4OD  . o%.2%м3 3BD  ,
20
3

SO  . nKAем *%…3“= !="е…

20 500
25

3 3 9
V


     .

Физика
Отборочный тур

1. .

2. .

3. .

4. .

5. .

6. 2 2
1 2 1,55 cT T T   .

7. .

8. .

9. .

10. 
2

1

sin
arctg 37,1

cos


   


 



.

n Š b e Š { ,  r j ` g ` m h “ ,  p ex e m h “
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Заключительный тур

1. .

2. .

3. .

4. 
3 3

0

2
md md

T
qQ kqQ

 
   .

5. .
6. 3,3D    дC2!; “м. !,“.7.

Рис. 7
Информатика

Отборочный тур
1. 512 (2N, где N $ *%л,че“2"% C=! “%“ед…,. ед,…,ц).
2. 17 35 (-3…*ц,  %“3?е“2"л е2 C%!=ƒ! д…3ю 
%Cе!=ц,ю XOR).
3. 1. g=ш,-!%"=……/L "%C!%“: &p`gmnqŠ| 
lefdr m`hank|xhl dbrgm`)m{l 
Špnh)m{l h m`hank|xhl 
Špeugm`)m{l dbnh)m{l[.
4. b=!,=…2 “ $ …е ,…2е!…е2-мем ,л, hл%… l=“*.
5. 858 . 6. 6 л=мC%че*. 

Заключительный тур
1. 9 8 1 3 5 7 2 13 4 10 16 (м%›…% ме… 2ь ме“2=м, 
3 , 5).
2. 147 (-%!м3л= C%д.%д ?,. ч,“ел: 3*7 N).
3. 215 (2!=е*2%!,  $ “C,!=ль ,ƒ ле"%г% "е!.…ег% 
3гл= C% ч=“%"%L “2!ел*е).
4. k3чш,L "=!,=…2 $ “ ,“C%льƒ%"=…,ем -3…*ц,,

m`hlem|xhi: 
=m`hlem|xhi(A1:D1;1), 
=m`hlem|xhi(A1:D1;2), 
=m`hlem|xhi(A1:D1;3), 
=m`hlem|xhi(A1:D1;4).

5. 11. Šе*“2 K/л ƒ=C,“=… " 2=Kл,ц3 ,ƒ 11 “2!%* 
, 7 “2%лKц%" C% “2!%*=м, = ƒ=2ем "/C,“=… C% 
“2%лKц=м. g=ш,-!%"=……/L "%C!%“: &qjnk|jn 
m`Šrp`k|m{u )hqek Špeugm`)m{ 
b o“Šeph)mni h dbrugm`)m{ b 
xeqŠeph)mni?[.
6. 15.
7. 810000 (C!%,ƒ"еде…,е че2"е!2/. “2еCе…еL Cе!"/. 
2!е. C!%“2/. ч,“ел).
8. 2 N. 
9. 256.

10. o%л%“=2/е “,…,е ше!“2 …/е ("“ег% …%“*%" 384, 
C%л%“=2/. 192, C%л%“=2/. “,…,. 24, C%л%“=2/. “,-
…,. ше!“2 …/. 6).

МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ
ТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ

ИМЕНИ Н.Э. БАУМАНА

Отборочный тур
Вариант 1

1. ,

,

.

2. .

3. 3
2 2

m M m
T

k k

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