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Приложение
Введение
«Если две стороны и угол между ними одного треугольника...». Заученные, как таблица умножения, признаки равенства треугольников были изучены в этом году. Интересно, а сколько существует признаков равенства треугольников? Этот вопрос меня начал волновать после первого урока.
В учебнике геометрии, по которому обучаются ученики нашей школы (авторы А. Г. Мерзляк, В. Б. Полонский, М. С. Якир, Геометрия 7) рассматриваются всего 3 признака равенства треугольников и 4 признака равенства прямоугольных треугольников. Я просмотрела учебно-методические комплекты других авторов. Но и в них для изучения предлагаются только три известные теоремы. 
Гипотеза: Возможно ли сформулировать другие признаки равенства треугольников?

Цель исследования: сформировать и доказать новые признаки равенства треугольников.

Я поставила перед собой следующие задачи:
· Изучить литературу по исследуемой теме.

· Продемонстрировать другим учащимся существование других признаков равенства треугольников и возможности их доказательства.
Объект исследования: Изучение признаков равенства треугольников.
Предмет исследования: Треугольник, как одна из основных фигур в планиметрии
Метод исследования: Теоретический (изучение, анализ и синтез), системно-поисковый, практический (доказательство теорем).

Признаки равенства треугольников
Для начала рассмотрим определение треугольника, как предлагает автор нашего учебника Мерзляк А.Г.
Рассмотрим три точки A, B, C, не лежащие на одной прямой. Соединим их отрезками AB, AC, BC. Полученная фигура, ограничивает часть плоскости. Эту часть плоскости вместе с отрезками AB, AC, BC называют треугольником.

[image: image1.png]



Два треугольника называют равными, если их можно совместить наложением. 
В равных треугольниках против соответственных углов лежат соответственные стороны, и наоборот, против соответственных сторон лежат соответственные углы. 
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@ Teopema 8.1 | Puc. 126
(NepBbii NPU3HAK PABEHCTBA TPEYroNbHUKOB:

10 ABYM CTOPOHAM U YIly MEeXAY HUMM)
ECnu ABE CTOPOHBI M yron mexay
HUMK OAHOTO TPeyroNbHUKA pas-

HLI COOTBETCTBEHHO [1BYM CTOpO- A <
HaM M yry Memay HAMW APYroro

TPeYronbHMKa, To TaKue TPeyronib- &
HUKH PaBHbI. A c

Aoxazatenbcrso
Pacemorpim peyronsunkn ABC 1t A B,C,, y koropuix AB = A,B,. BC
- B,C,, /B = £B, (puc. 126). Jlokaxem, uto AABC = AA,B,C,.

Hanoxum AABC ma AA B, C, Tax, uto6u1 ay1 BA copmectmics ¢ nyqom
B\A,, anya BC conmectincs ¢ mywom B, C,. ITO MOKHO Ci€naTh, TAK KaK TIO yC-
nowmio £B = £B,. Tlockoawky 1o yenosmio BA = B/A, w BC = B,C,, 10 upy 1a-
KoM HanoxenuH cropora BA conmectirtes co croponoii BJA , a cropona BC —
co croponoit B,C,. Crexovarensuio, rpeyromsiman ABC n A, B,C, nonocrsio
COBMECTATCSH, 3HAUMT, OHU PaBITbL. <
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Aokasatensctso

Pacemotpum rpeyroabrikn ABCn A,B,C,,
y kotopeix AC = A C|, ZA = LA, £C = £C,
(puc. 129). Joxaxem, uto AABC = AA B,C,.

Hanoxum rpeyroasuux ABC na Tpeyron-
ik A,B,C Tax, utobe Touka A comecTIIaCh
¢ Touxoit A, orpesok AC — ¢ orpeskom A,C,
(310 BO3MOMXKHO, Tak kak AC = A C)) u Touxn B
v B, acxant B OAHOM NOAYILIOCKOCTH OTHOCH:
Temio mpamoii A,C,. Tockonsky ZA = ZA,
u £C = ZC,. 1o nys AB coBmecturest € IyHom
AB,, anys CB — c aysom C,B,. Toupa rouxa B
obman Touka ayueir AB u CB — conmecTHTCst
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¢ Touxoit B, — oGmeit rouxoii nyucii A, B, u C,B,. Buawir, 1peyronmm ABC
w A,B,C, MOTHOCTLIO COBMCCTATCSH, CAICIOBATENLHO, OIM PlHb. <
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(TpeTuit NpU3HaK paBEeHCTBA TPEYrONbHUKOB: MO TPEM CTOpOHaM)

EC/M TP CTOPOHbI OAHOTO TPEYro/IbHUKA PaBHLI COOTBETCT-
BEHHO TPEM CTOPOHAM APYroro TPeyro/ibHUKa, TO TaKue Tpe-
YrONbHUKM PaBHbL.

Aokasatenscro

Paccmorpum rpeyromsimku ABC w A,B,C, (puc. 175), y xoropeix
AB=AB,, BC=B,C,, CA=CA, Joxaxem, uto AABC = AA,B,C,.

Pacniosioxum Tpeyromvankn ABC n A B, C, Tax, u4ToGbt sepumna A co-
BMeCTIIACh ¢ nepmnnoit A, epunana B — ¢ B, a sepumnn C n C, sexam
B PASHbIX [IOTYTUIOCKOCTSX OTHOCHTe b0 mpamoit AB (puc. 176). Iposeaém
orpesok CC,. Tax kak AC = A,C,, 10 rpeyronsruk C,A,C — pantoGeapenmbiii,
a 3T, £1 = Z2. AHanorvuHo MOXHO ROKasaTh, uTo /3 = /4. Creponarens
Ho, ZA,C\B, = ZA,CB,. Torna tpeyronsuuicn A,C,B, u A CB, pashut 1o ep
BOMY IPU3HAKY PaBEHCTBA TPEYTONbIMKOB.
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Также были изучены «персональные» признаки равенства для прямоугольных треугольников.
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(NPU3HAK PaBEHCTBA NPAMOYTONbHBIX

TPeyroNbHMKOB MO FUNOTEHY3€ U KaTety)
ECAnu runoTeHysa u KaTet OiHOrO NPAMOYTrONbHOIO TPEYroNb-
HUKa COOTBETCTBEHHO PABHLI MMOTEHY3€ W KaTety APYroro,
TO TaKue TPEYronbHUKH PaBHbi.

JokasatenscTeo

Pacemorpum tpeyronsuukn ABC u A B, C,, y xotophix £C = £C, = 90°,
AB=A B, AC= A C, (puc. 257). Hano nokasats, utro AABC = AA B C,.

Pacrionoxum tpeyronsuuxku ABC n A B,C| Tak, uTo6s1 Bepumnna A co-
BMECTHIIACH ¢ BepuHOi A, epuinba C — ¢ epmuroii C,, a Touku B u B, ze-
KM B PAa3HLIX MOJYTUIOCKOCTAX OTHOCUTENbHO npsimoit A, C| (puc. 258).

Hmeem: LA C\B + LA C B, = 90° + 90° = 180°. 3nauut, yron BC B, —
passépuyThiit, T. €. Toukn B, C, B, nexat na ogHoit npsmoii. Ilonyunin passo-
6Genpennstii Tpeyronuuuk BA B, ¢ 6okosbivu cToponamu A,B u A B, u Bbico-
Toit A,C, (puc. 258). Torna A,C, — meauana 3T0ro Tpeyronbuuka, T. e. C,\B =
= C,B,. Caeposarensno, tpeyroapauku A BC, n A B C, pasubt no Tperbemy
TIpU3HAKY paBEHCTBa TPEYTONBHUKOB. 4
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MOYFONbHOFO TPEYronbHHKa COOTBETCTBEHHO PaBHbI Karety
1 NpUnexalemMy K Hemy OCTPOMy yray Apyroro, To Takue Tpe-
YrONBHUKH PaBHbI.
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KHUE TPEYrofibHUKN PaBHbI.
@ MpH3HaK paBeHcTBa
NPSMOYroNbHBLIX TPEYroNbHUKOB
NO runoTeHy3e W OCTPOMy yray
Ecnn runoTeHysa M OCTPbIiA Yros OAHOro MPSAIMOYrO/LHOTO
TPeyronbHUKa COOTBETCTBEHHO PaBHbI FMNOTEHy3e M OCTPo-
My yray ApYroro, To Takue TPeyrofibHHKH paBHbl.




Четвертый признак равенства треугольников
Просмотрев литературу и интернет-ссылки, я выяснила, что в Справочнике по элементарной математике М. Я. Выгодского был предложен 4 признак.
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Следовательно, 4 признак звучит так: Если две стороны и угол, лежащий против большей из них одного треугольника соответственно равны двум сторонам и углу, лежащему против большей из них другого треугольника, то такие треугольники равны.

Дополнительные признаки равенства треугольников
Я решила расширить теоретическую базу по признакам равенства треугольников, добавив к сторонам и углам, используемым в классических признаках равенства треугольников, другие компоненты: биссектрису, медиану и высоту.

1) По двум сторонам и высоте, проведенной к одной из них.
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Дано: АВ = А1В1,  ВС = В1С1, АК = А1К1. 
Доказать: ∆АВС=∆А1В1С1  
Доказательство: 
∆АВК= ∆А1В1К1 по гипотенузе и катету, тогда   ےВ = ےВ1 и получим ∆АВС = ∆А1В1С1 по 1 признаку.

2) По двум сторонам и медиане, проведенной к одной из них.
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Дано: АВ = А1В1, ВС = В1С1, АК = А1К1. АК и А1К1- медианы 
Доказать: ∆АВС=∆А1В1С1.  
Доказательство: 
∆АВК= ∆А1В1К1 по трем сторонам, значит ےВ = ےВ1 и 
∆АВС = ∆А1В1С1 по 1 признаку 
3) По двум углам и высоте, проведенной из третьего угла
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Дано: ےВ = ےВ1, ےС = ےС1.AK=A1K1 
Доказать: ∆АВС=∆А1В1С1.  
Доказательство: 
∆АВК= ∆А1В1К1 по катету и острому углу, значит BK= B1K1.

 ∆АСК= ∆А1С1К1 по катету и острому углу, значит KC=K1C1, а, следовательно, BC=B1C1, а ∆АВС = ∆А1В1С1 по 2 признаку.

4) По стороне и двум высотам, проведенным из углов, прилежащих к этой стороне.
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Дано: АС = А1С1, СМ = С1М1, АК = А1К1.

Доказать: ∆АВС=∆А1В1С1.  
Доказательство: 
∆АМС= ∆А1М1С1 по катету и гипотенузе, значит угол А равен углу А1,а ∆АКС = ∆А1К1С1 по катету и гипотенузе, значит ےС = ےС1 Итак,  ∆АВС = ∆А1В1С1 по 2 признаку.

5) По двум сторонам и высоте, проведенной к третьей стороне.
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Дано: АВ = А1В1, ВС = В1С1, ВК = В1К1.  
Доказать: ∆АВС=∆А1В1С1 . 
Доказательство: 
∆АВК= ∆А1В1К1 по гипотенузе и катету, значит АК=А1К1 ∆ВКС = ∆В1К1С1 по катету и гипотенузе, значит КС=К1С1.
Итак, ∆АВС = ∆А1В1С1 по трем сторонам.

6) По стороне, одному из углов, прилежащих к этой стороне и биссектрисе из этого угла.
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Дано: АС = А1С1, АК = А1К1, ےА = ےА1. 
Доказать: ∆АВС=∆А1В1С1.  
Доказательство:
∆КАС = ∆К1А1С1 по 1признаку, отсюда ےС = ےС1, ∆АВС = ∆А1В1С1 по 2признаку.

7) По двум высотам и углу, из которого проведена одна из высот.
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Дано: СМ = С1М1, АК = А1К1, ےА = ےА1. 
Доказать: ∆АВС=∆А1В1С1. 
Доказательство:
∆АМС= ∆А1М1С1 по катету и острому углу, ∆АКС = ∆А1К1С1 по катету и гипотенузе, ∆АВС = ∆А1В1С1 по 2 признаку.

Заключение
В ходе исследования выяснилось, что кроме трех основных признаков равенства треугольников, изучаемых в школьном курсе геометрии, существуют и другие. Были сформированы и доказаны равенства треугольников по медиане, высоте, биссектрисе треугольника, а также 4 признак равенства треугольников через две стороны и угол, лежащий против большей из них.
Рекомендации: Мы предлагаем ознакомить с этими признаками учащихся в седьмом классе и рассматривать их в выпускных классах при подготовке к экзаменам. Для этого был предложен ряд заданий ОГЭ и ЕГЭ, в которых применяется тема «Признаки равенства треугольников».
Список используемой литературы
1. Геометрия: 7 класс: учебник для учащихся общеобразовательных учреждений / А. Г. Мерзляк, В. Б. Полонский, М. С. Якир. — М.: Вентана-Граф.

2. Выгодский М.Я. Справочник по элементарной математике. -М.:1966 г.
3. https://nsportal.ru/ap/library/nauchno-tekhnicheskoe-tvorchestvo/2017/08/06/nestandartnye-priznaki-ravenstva
Приложение 

Пример задач ОГЭ и ЕГЭ
1. На стороне АС треугольника АВС выбраны точки D и E так, что отрезки AD и CE равны (см. рисунок). Оказалось, что отрезки BD и BE тоже равны. Докажите, что треугольник АВС — равнобедренный.

Решение.
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Так как по условию [image: image11.png]BD = BE.



 то треугольник [image: image12.png]BDE



 является равнобедренным. Пусть угол при основании этого треугольника равен x, тогда [image: image13.png]BEC = /BDA = 180° — x.



 Треугольники [image: image14.png]BEC



 и [image: image15.png]BDA



 равны по двум сторонам и углу между ними, поэтому [image: image16.png]AB = BC



 и треугольник [image: image17.png]ABC



 —равнобедренный.

2. В равностороннем треугольнике ABC точки M, N, K — середины сторон АВ, ВС, СА соответственно. Докажите, что треугольник MNK — равносторонний.

Решение.
[image: image18.png]



Так как точки M, N, K - середины сторон и треугольник ABC- равносторонний, то отрезки AM, MB, BN, NC, KC, AK равны. В равностороннем треугольнике все углы равны, таким образом, треугольники AMK, NMB, CNK равны по двум сторонам и углу между ними. Тогда MN=MK=KN, значит, треугольник MNK- равносторонний.

3. На стороне [image: image19.png]


 треугольника [image: image20.png]ABC



 отмечены точки [image: image21.png]


 и [image: image22.png]


 так, что [image: image23.png]AD =CE



. Докажите, что если [image: image24.png]


, то [image: image25.png]AB = BC



 .

Решение.
[image: image26.png]



Треугольник  [image: image27.png]DBE



 — равнобедренный, поэтому  [image: image28.png]/BDE = /BED



. Значит,  [image: image29.png]A = /BEC



  и треугольники  [image: image30.png]BDA



  и  [image: image31.png]BEC



  равны по первому признаку равенства треугольников. Значит,  [image: image32.png]AB = BC



.

4. Докажите, что биссектрисы углов при основании равнобедренного треугольника равны.

Решение.
Имеем: [image: image33.png]AABC; AB=CB /ACK = /KCB =/MAC = /BAM




[image: image34.png]



Докажем, что [image: image35.png]


.

1) [image: image36.png]AACK = ACAM



 по стороне и двум прилежащим к ней углам:

а) [image: image37.png]


 — общая;

б) [image: image38.png]/KAC

MCA



 по свойству углов равнобедренного треугольника;

в) [image: image39.png]/ACK = /ZMAC



 по определению биссектрисы и равенству углов при основании равнобедренного треугольника.

2) [image: image40.png]


 как соответствующие элементы равных треугольников.

5. Два равносторонних треугольника имеют общую вершину. Докажите, что отмеченные на рисунке отрезки [image: image41.png]AB



 и [image: image42.png]


 равны.

Решение.
[image: image43.png]D




Рассмотрим треугольники [image: image44.png]AOB



 и [image: image45.png]COD



.
В них [image: image46.png]AO =CO, BO

b

= 0D



 и

[image: image47.png]/AOB = ZAOC + ZCOB =



 60° [image: image48.png]+/COB = /BOD+ /ZCOB = ZCOD



.

Следовательно, эти треугольники равны по двум сторонам и углу между ними. Поэтому [image: image49.png]


 как соответствующие стороны равных треугольников.

5. Докажите, что у равных треугольников [image: image50.png]ABC



 и [image: image51.png]


 биссектрисы, проведённые из вершины [image: image52.png]


 и [image: image53.png]


, равны.

Решение.
Пусть [image: image54.png]


 и [image: image55.png]A1 K,



 — биссектрисы треугольников [image: image56.png]ABC



 и [image: image57.png]


. В треугольниках [image: image58.png]ABK



 и [image: image59.png]


 соответственно равны стороны [image: image60.png]AB



 и [image: image61.png]A1B



, а также углы [image: image62.png]


 и [image: image63.png]


, [image: image64.png]BAK



 и [image: image65.png]


. Следовательно, треугольники равны по второму признаку равенства треугольников. Значит, [image: image66.png]AK = A1 K,



, что и требовалось доказать.[image: image67.png]



6. На стороне АС треугольника АВС выбраны точки D и E так, что углы АDB и BEC равны (см. рисунок). Оказалось, что отрезки AЕ и CD тоже равны. Докажите, что треугольник АВС — равнобедренный.

Решение.
[image: image68.png]



Углы [image: image69.png]BED



 и [image: image70.png]BDE



 равны, поэтому треугольник [image: image71.png]BED



 — равнобедренный, то есть [image: image72.png]



Углы [image: image73.png]AED



 и [image: image74.png]EDC



 — развёрнутые, поэтому:

[image: image75.png]/AEB = 180° — ZBED = 180° — Z/BDE = /BDC.




Рассмотрим треугольники [image: image76.png]ABE



 и [image: image77.png]BDC.



 [image: image78.png]AE = DC, BE = BD,/AEB = Z/BDC.



 следовательно, эти треугольники равны, а значит, [image: image79.png]AB = BC.



 то есть треугольник [image: image80.png]ABC



 — равнобедренный.

7. На стороне АС треугольника АВС выбраны точки D и E так, что отрезки AD и CE равны (см. рисунок). Оказалось, что углы АDB и BEC тоже равны. Докажите, что треугольник АВС — равнобедренный.

Решение.
[image: image81.png]D




Углы [image: image82.png]ADE



 и [image: image83.png]DEC



 — развёрнутые, поэтому:

[image: image84.png]/BDE = 180° — ZADB = 180° — Z/BEC = /BED.




Углы [image: image85.png]BDE



 и [image: image86.png]BED



 равны, следовательно, треугольник [image: image87.png]DBE



 — равнобедренный, значит, [image: image88.png]



Рассмотрим треугольники [image: image89.png]ABD



 и [image: image90.png]BEC.



 [image: image91.png]AD =EC, BD =BE,/ADB = /BEC.



 следовательно, эти треугольники равны, а значит, [image: image92.png]AB = BC.



 то есть треугольник [image: image93.png]ABC



 — равнобедренный.

8. В треугольнике [image: image94.png]ABC



 угол [image: image95.png]


 равен [image: image96.png]45°



, угол [image: image97.png]


 равен [image: image98.png]85°



, [image: image99.png]


 — биссектриса, [image: image100.png]


  — такая точка на [image: image101.png]


, что [image: image102.png]


. Найдите угол [image: image103.png]BDE



. Ответ дайте в градусах.

Решение.
[image: image104.png]


треугольники [image: image105.png]CAD



 и [image: image106.png]EAD



 равны по двум сторонам и углу, лежащему между ними, значит, [image: image107.png]/C =/DEA

= 85°



. Тогда

[image: image108.png]/BDE = 180° — /B — ZBED = 180° —45° — (180° — 85°) = 40°




.

Ответ: 40.

9. В треугольнике [image: image109.png]ABC



 угол [image: image110.png]


 равен [image: image111.png]30°



, угол [image: image112.png]


 равен [image: image113.png]86°



, [image: image114.png]


 – биссектриса внешнего угла при вершине [image: image115.png]


, причем точка [image: image116.png]


 лежит на прямой [image: image117.png]


. На продолжении стороны [image: image118.png]


 за точку [image: image119.png]


 выбрана такая точка [image: image120.png]


, что [image: image121.png]


. Найдите угол [image: image122.png]BDE



. Ответ дайте в градусах

Решение.
[image: image123.png]


треугольники [image: image124.png]CBD



 и [image: image125.png]ECD



 равны по двум сторонам и углу, лежащему между ними, значит, [image: image126.png]/BDC = /CDE



. Тогда

[image: image127.png]/BDE =2/BDC = 2(180° — ZBCD — ZCBD)



.

Учитывая, что [image: image128.png]/BCD = /BCE/2 = (/A+ ZB)/2 = 58°



 и [image: image129.png]/CBD = 180° — /B = 94°



, получим [image: image130.png]/BDE = 56°



.

Ответ: 56.
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